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NcervLrende Afhandlings Forfatter, som hverken er eller

vil vcere Mathematiker, har i Philosophien, den almindelige
Bidenstabslcere, fundet Opfordring til at tære ogfaa Ma-

thcmatikens Sprog, og med Hensyn paa de ledende Grund-

begreber, saavidt muligt, sætte sig ind i dens Tankegang.



Rettelse.
S. 25, Linie gi Tilnærmelse til et Uopnaaeligt; (æ«; Tilnærmelse til et Opnaaeligt.



I.

Mathematice /unctioner.

^rdet „Function" forekommer i meget omfattende Betydning.
Hvor der kan vcere Tale om Virken, Liden, Handlen, be-
tegner Function en sceregen lovbestemt Virksomhed. Det
hedder om en Embedsmand), at han er i Function; man

taler om Viets Function, om en Nerves Function o. s. v.

Paa de rene Størrelsers Omraade kan der, hvad disse
angaaer, dog ligesaalidt vcere Tale om egentlig Handlen, som
om egentlig Liden: et a kan ikke handle, et b ikke lide, et
x ikke fungere i Lighed enten med en Embedsmand eller en

Nerve.
Da nu alligevel Bencevnelsen: „Function" ikke alene er

bibeholdt, men endog som Begreb fastholdt i Mathematiken,
maa man i den mathematisie Anvendelse kunne paavise noget
til Grundbetydningen Svarende.

Vistnok kunne de rene Storrelser ikke udpve reel
Virksomhed, men ved at anbringes i forfljellig Sammen-
hceng kunne de dog vcesentlig forandre de indbyrdes For-
hold. En Storrelse kan, saa at sige, anscettes til forskjellige
Bestillinger, kan som Addend (a + x), som Factor (ax), som
Potensexponent (ax

, xa ), som Logarithme o. s. v. erholde en

) Med kategorisk Eftertryk betoner Kammerherre Norden i „Gamle
Blinder" sin „Functionstid".
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meget forskjellig Indflydelse, og forsaavidt optrcede i for-
sijellige Functioner.

Her er imidlertid en anden Side af Begrebet, som
iscer maa fremhceves i Stprrelseslceren. Man taler ikke blot

om at fungere, at vcere i Function; man taler ogsaa om

det, som tilvejebringes ved den fungerende Virksomhed.
Udenfor Mathematiken tcenker man ved Function iscer paa

Virksomheden, i Mathematiken iscer paa Resultatet; udenfor
Mathematiken gjcelder det at vcere i Function ved Noget,
indenfor Mathematiken at vcere en Function af Noget.
Det lovbundne Forhold imellem et Afhcengigt og et Uaf-
hcengigt viser sig imidlertid paa begge Sider.

„Afhcenger en Storrelse: y, ifølge en vis Lov af andre

Stprrelser: x, z, t, u ..., saa at enhver Vcrrdi af y bestemmes
ved de Vcerdier, som vilkaarligen tillcegges x, z, t, u...,

siges y at vcere en Function af disse Stprrelser, alle be-

tragtede som variable, y afhcengig, de andre uafhcengige. Dette

betegnes almindeligen: y /"(x, z, t, u ...)" ).
Jfplge denne mathematiske Begrebsbestemmelse ville alt-

saa Forandringer udgaae fra de Uafhcengige, og udpve deres

lovlige Indflydelse paa den Afhcengige. For at minde om

Ligheden imellem ikke-mathematiske og mathematifle Func-
tioncr, kunde man da gjerne betragte de Uafhcengige: x, z, t,
u ... som de Fungerende, de Handlende, der foraarsage For-
andringerne i det lidende y. Men da Opfatningen er bil-

ledlig, indsees tillige, hvorfor x, z, t, u. . . ikke siges at

vcere i Function med Hensyn til y, medens derimod y

udtrykkelig siges at vcere en Function af x, z, t, u...

I Functionen ere altsaa Stprrelserne foranderlige; men

Stprrelser kunne jo ogsaa vcere uforanderlige. At enhver
Stprrelse maa vcere sig selv lig, og at enhver Stprrelse
kan ved Forpgelse eller Formindskelse i hvert Oieblik blive

‘) C. Ramus. Algebra og Functionslcere. Kjobenhavn 1840, S. 14.
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sig selv ulig, er en Modsigelse, der loses i Functionsbegrebet.
I og for sig er ingen Storrelse enten uforanderlig eller

foranderlig, thi ingen Storrelse er Noget alene i og for
sig. Om den sceregne Storrelse derimod i sit Forhold til
andre Stprrelser skal spille den Uforanderliges eller For-
anderliges, og, i Foranderligheden, da igjen den Afhcengiges
eller den Uafhcengiges Rolle, bestemmes ved Functionen, og
bestemmer igjen Funetionen.

Er Begrebet: Function, nu for det Fyrste bestemt ved

Begrebet Afhamgighed, saa kommer det igjen au paa at be-

stemme Afhcengighedsmaaden, det vil sige: at paavise Loven.
I den mathematiske Fremstilling af de forstjellige Func-

tioner viser sig en Skala af Tilfcelde, Regel og Lov, som
maa blive Gjenstand for Philosophiens Opmærksomhed.

At 2 (3+ 4) 2.3 + 2.4 64-8 2.7 14,
at (3.4)2 12 2 3 2 .4 2 9.16 144,
at 2 3 .2 4 (2.2.2) . (2.2.2.2) 23 + 4 2',

kan erfares ved Forsog, og sees ved Sammenligning. Man
kan paa denne Maade prsve adstillige Tilfcelde, og deraf
abstrahere en Regel. Men, saa vigtig Reglen end kan vcere

til praktisk Brug, er den dog ikke som Loven et npdvendigt
Udtryk af Sagens Vcesen.

For at faae en Regel saa omfattende, som muligt,
maa man prove saamange Tilfcelde, som muligt; men om

man end prpvcde Tilfcelde i Tusindviis uden at stpde paa
en eneste Undtagelse, vilde dog Reglen derved ikke kunne

hceves til Lov.
Reglen udtrykker kun, at et Forhold er. ikke at det

nodvendigviis maa vcere; men Loven gjcelder som Lov i

Kraft af Begrebet. At det, naar Loven stal erkjendeS, ikke
kommer an paa Tilfceldenes Antal, men paa Sagens Vcesen,
og altsaa paa Indsigten, kan sees af folgende Exempel.

At 1 + x + x 2 + . . . vil give en uendelig

Rcekke, bevises ikke ved at fortscette Divisionen i det Uendelige,
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men ved at forstaae, hvad Divisionen paa given Forudscet-
ning nydvendigviis fyrer med sig.

Hvor let en Rcekke Tilfcelde, der gaae ind under en

Regel, kan bedrage, naar man derfra vil slutte til en Lov,
er bekjendt. Man syger, til Exempel, en Lov for Prim-
tallene, og finder: 2 3 — 1 7, 2 5 — 1 31, 2’ — 1

127, lutter Primtal. Men dersom man nu af disse tre

Tilfcelde vilde uddrage den Slutning, at 22m-1
— 1 nyd-

vendigviis maatte vcere et Primtal, vilde man svarlig for-
regne sig, da allerede det fjerde Tilfcelde: 2° —1 511

7.73, ikke giver noget Primtal.
At i det anfyrte Exempel Undtagelsen fra Reglen al-

lerede indtrceffer med det fjerde Tilfcelde, er i den hele Be-

tragtning selv som et Tilfcelde. Var Undtagelsen indtraadt
med det 99de Tilfcelde, vi havde endnu ligesaa lidt havt
nogen Lov, men derimod vceret mere udsatte for at bedrages
af Tilfceldenes Mcengde).

At Mathematiken istedetfor bestemte Talvcerdier anvender

almindelige Betegnelser, istedetfor
2 . (3 si- 4) 2.3 + 2. 4 a (x + y) ax + ay; istedetfor
(3.4)2 32,42 (xy)a xa

y
a ; istedetfor

2 3 .2 4 23+4 ax ay a+y

er, hvad Loverkjendelsen angaaer, et vigtigt Skridt. For-
standen, som fra Begyndelsen af var hildet i Betragtningen
af de bestemte Vcvrdier, de nlige Tilfcelde, de enkelte Regler,
hcever sig ved de almene Betegnelser til Indsigt i Forhol-
denes Vcesen, og derved til Indsigt i Loven.

Hvor.inderlig Loven hcenger sammen med Begrebet,
kan sccs ved et Blik paa den logarithmiske Function.

az

x, z log x; a‘ y, t log y, kan ikke

godtgjyres ved noget Beviis. Her kan ikke vcere Tale enten

om Tilfcelde eller om Regel eller om Lov; her handles om

) Fermat antog, at 2(2") si-1 var et Primtal; men Enler viste, at

2^2 si-1 er delelig ved 641.
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en Begrebsbestemmelse for Logarithmen, en Angivelse af dens

Kategorie. Men er Logarithmens Kategorie fyrst fastsat, da

gjcelder som Lov i Kraft af Begrebet: aza‘ az+ xy,
og z + t log (xy) log x + log y.

Forsaavidt Functionsbegrebet overalt viser hen til be-
stemte Afhcengighedsforhold, anvises vi ved Functionerne til
at udsyre intellectuelle, lovbestemte Handlinger. Hvor inder-
lig disse Handlinger smelte sammen med Begrebet, kan sees
af de saakaldte Fundamentalligninger.

Som den fyrste af alle Functioner kan a + x vel ikke
selv defineres ved nogen Fundamentalligning; men de fire
enkelte Functioner: ax, xa

, ax

og log x kunne derimod be-

tragtes som aldeles bestemte i deres Natur) ved fylgende
fire Ligninger.
/' (x + y) s W + s (y); f 0) ax, thi a (x + y)
1 111

ax 4- ay.

/•(xy) / (x) £(y); f (x) xa
, thi (xy)a xa

y
a

.

/ (x + y) /(x) /(y); /(x) ax

, thi a + >' a^a^.

/ (xy) / (x) + /(y); / (x) a log x, thi a log (xy)
a log x + a log y.

See vi nu i disse Fundamentalligninger en Paaviisning
af Love, en Fremstilling af Begreber, vil Forskjellen imellem

Mathematiken og Philosophien vcere iyinefaldende. Det

Ejendommelige giver sig tilkjende i Sproget.
Til en philosophisk Fremstilling af Begrebet bruges

Ordet, og Ordet lyder forstjelligt i de forskjellige Folkesprog;
men Mathematiken nyies ikke med Ordet; uafhcengig af
Folkesprogenes Forskjellighed har den exacte Videnstab sit
eget Sprog: /(x-st y)^ / (x) / (y) er hverken dansk eller

fransk, men mathematisk.

) Jvfr. Ramus: Algebra og Functionslare S. 14—18.
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At den Betegnelse, Mathematiken anvender, nu ogsaa
virkelig er et Sprog i strengere Forstand, end s. Ex. Node-
sproget i Musiken, sees deraf, at det ikke indskrcenkes til at

angive sorfljellige Regningsoperationer, men udtrykker Mod-
scetninger, uddrager Slutninger, og paaviser Forskjellen
imellem det Mulige og det Umulige.

I de omvendte Functioner have vi Udtryk baade for
Modscetning og Slutning. Er Functionen P omvendt

af d. e. P (iy (x)) x, saa er ogsaa ly (<x (x)
x, d. e. Functionen ly omvendt af <x, er (x) -----

x + a, saa er V (x) a — x; er P <x> ax, saa er

ly (x) ----- ; er P <x> x°, saa er ly (x; |/ x; er P (x) —

ax

, saa er ly <x> — log x; er P (x) ----- cos x, saa er ly (x)
arc (cos x).

Den sidste Betegnelse, der angiver en Relation mellem
den trigonometriske Linie, cos x, og den til samme svarende
Bue, arc (cos x), udtrykker Modsætningen saaledes, at

<y og ly ikke betyde to, hinanden ophcevende, Handlinger,
thi x modsattes x derved, at det i P (x) er en Bue, i ly (x)
en ret Linie.

At Mathematiken i sit Sprog baade kan udtrykke det
blot Mulige og det i sig Umulige, fremlyser af den Maade,
hvorpaa Forholdet mellem de rationale og de irrationale, de

reelle og de imagincere Stprrelser angiveö: a ~ er for
Tanken en Virkelighed, b + |/a 2

— x 2 en Mulighed,
2m

og }/ — 1, y-a en Umulighed.
Medens altsaa Philosophien med de pvrige Viden-

skaber) er henvist til et grammatisk Folkesprog, betjener
Mathematiken sig vcescntlig af et pasigraphisk Tegnsprog:
denne Sprogforskjellighed maa vel have sin dybere Grund.

) Ufuldstændige Tegnsystemer, som s. Ex. det chemifle, kunne'ikke
stilles paa lige Trin med det mathematifle.
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Forsaavidt et Sprog udtrykker Tanker og Begreber,
udtrykker det, hvorledes det Almene og det Individuelle

skilles i Abstractioner og forenes i Domme, sondres i Domme

og forbindes i Slutninger.
I det grammatiste Sprog har det Almene eensidig

Overvcegt over det Individuelle; i det mathematifle Sprog
bestemmes det Almene saa punktlig, at det kan gaae sam-
men med det Enkelte, og trceffe det Individuelle. I det

grammatiske Sprog antager Begrebet en logisk Form; i det

pasigraphiske Tegnsprog en mathematisk Form.
Logiken siger: „AerA", „enhver Ting er, hvad den er",

og viser derved, at den i det Enkelte kun seer paa det

Almene.

Mathematiken scetter A A, og viser derved, at den i

det Almene udtrykkelig seer paa det Enkelte.
I den logiske Scetning „A er A“, er A som et Billede,

der forestiller „enhver Ting", men i sig er uden Betyd-
ning. I Betegnelsen af det Enkelte haves ikke dette Enkelte,
men kun det Almene: Ordet og Tingen, Betegnelsen og det

Betegnede falde ud fra hinanden.
I den mathematifle Scetning: A A forestiller A vel

ogsaa en hvilkensomhelst Størrelse, men, idet A er Exempel
paa en hvilkensomhelst Styrrelse, 8, 6, O . . ., forestiller
det som Størrelse tillige sig selv; A A, thi 2 2,
3 3: det Almene scettes punktuelt, Tegnet og det Beteg-
nede ere congruente.

Logiken forvandler Ligningen: A A, til en gramma-

tisk Scetning; Mathematiken forvandler Scetningen: A er A,
til en Ligning. Allerede heri sees en Vcesensforfljel mellem

den exacte og den dialektifle Videnskab.
I Scetningen som Ligning, er der ingen Forfljel

mellem Subjekt og Prcedikat. Dette gjælber ikke blot om

de saakaldte identiske Ligninger, som: A A, men om en

hvilkensomhelst Ligning. Hvad der staaer paa den ene Side

af Lighedstegnet forestiller nemlig Subjektet, og det, der
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staaer paa den anden Side, Prcedikatet; nien det er jo for
enhver Ligning aldeles ligegyldigt, fra hvilken Side den

lcefes. Er f (x + y) s (x) + / (y), saa er naturligviis
ogsaa / (x) + f (y) /(x + y). I det mathematiske Sprog
er Prcedikatet congruent med Subjektet, thi Mathematiken
er en exact Videnskab.

Omformes Ligningen derimod i det grammatiske Sprog
til logisk Scetning, saa fremkommer en veesentlig Forskjel
imellem Subjekt og Prcedikat; hvorfor disse to Bestanddele jo
heller ikke kunne forenes ved det rene Lighedstegn, men maae

forbindes ved Copula. Idet nu Forskjellen imellem Sub-

jektet og Prcedikatet i deu logifle Dom bringes til Bevidst-
hed, viser sig den meget omhandlede Modsigelse, at det Enkelte

siges at vcere det Almene). I det logiske Sprog er Prce-
dikatets Vceren Eet med Subjektet en Modsigelse, og Phi-
losophien en dialektisk Videnskab.

Det mathematiske Tegnsprog og det grammatiske Scet-
ningssprog ere i deres Udspring begge naturlige for den

sunde Menneskeforstand, og indgaae desaarsag i forfljellig
Forbindelse.

Mathematiske Forholdsbestemmelser hpre i den Grad
hjemme i Tilvcerelsen, at det daglige Liv forbruger et ingen-
lunde ubetydeligt Qvantum bevidst og ubevidst Mathematik
til praktifl Behov. Udtryk som: „tung, tungere, hurtigt,
hurtigere, varmt, varmere", falde endnu udenfor det Ma-
thematifke; men, naar der udtrykkelig spyrges: „hvor tungt?"

) Allerede Megarikeren Stilpon angreb de logifle Domme. Han
paastod, man kunde ikke sige Andet end identifle eller rettere:

tautologifle Scrtninger, s. Ex. „Mennefle er Menneske," „Hest er

Hest"; men ikke: „Hesten lober", thi „Hest" og „at lobe" ere ikke
identifle; det sidste Prcedikat tillcegger man jo ogsaa Hunde og
Lover. Jvfr. Paul Mollers Forelæsninger over den aldre Philo-
sophies Historie.
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„hvor meget tungere"? o. s. v., kan Svaret neppe savne et

mathematisk Element.
Den mathematiske Tcenknings ejendommelige Forhold

til det Almeenlogifle viser sig maaskee meest paafaldende,
naar Mathematiken selv tager Ordet, for at stille et Pro-
blem. Exempel. „En Bandbeholdning kan fyldes ved eens-

formig Tilstromning af forskjellige Ror i Antal n, og de

Tider, i hvilke den fyldes af hvert Ror scerstilt, ere givne:
a,, a 2 , a 3 . . . a„. I hvilken Tid (x) bliver den fyldt,
naar Tilstrømningen fleer ved dem alle samtidige»)?

Den, der ikke har lært Mathematik, vil forstaae, hvad
det er, her siges, og dog ikke forstaae det. I sine logifle
Grundtrcek er Sagen ikke alene almeenforstaaelig, men kan

endog blive saa klar, at Opgaven er lost i samme Oie-
blik, den er fremstillet.

Har man nemlig fire Ror af den Beskaffenhed, at en

eensformig Tilstromning gjennem ethvert af dem scerflilt
kan fylde en vis Vandbeholdning i en Time, saa fatter
sund Menneskeforstand naturligviis uvilkaarlig, at den samme
Bandbeholdning maa ved eensformig Tilstromning gjennem
alle fire Ror paa een Gang fyldes i en fire Gange saa
kort Tid, altsaa i Lobet af et Qvarteer. Det Mathematiske
gaaer her op i det Almeenlogifle.

Men, hvor forfljelligt dette Mathematifle dog alligevel
er fra det Almeenlogifle, er ogsaa indlysende af det anforte
Exempel. Man bchover blot at gjore Relationen imel-
lem de Tider, hvori Vandbeholdningen fyldes gjennem hvert
Ror scerflilt, en Smule indviklet; og strax er Opgaven saa
eiendommelig, at den stiveste Logiker, den skarpsindigste
Dialektiker, som ikke kan Mathematik, forgjceves bryder sit
Hoved med at lose den.

Den, der forstaaer det mathematifle Sprog, finder Op-
gaven let, ja for ethvert Tilfcelde vcesentlig lige let; thi

1 C. RamuS. Elementar Algebra S. 179.
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Ligningen — + —+ — 4- . . .
— 1, som giver x —

3» i a 9 a$ an

-

y, passer for alle mulige Tilfcelde.
^4- — 4- — 4- . . .

—

a £ a. o a^ an

Denne det Almenes Opgaaen i de enkelte Tilfcelde er af-
gjvrende for den mathematifle Erkjendelse.

I det logifle Sprog er Formlen Slutning, i det ma-

thematifle er Slutningen Formel. I den formelle Slutning
bliver Begrebets Gyldighed vel indseet, men altid faaledes,
at det Enkelte og Scerflilte hensvinde i det Almene. I
Formlen er det Almene punktualiseret, og derved skikket til

exact Bestemmelse af det Scerflilte og det Enkelte.

Af den bekjendte Syllogisme:
„Alle Mennefler ere dpdelige,
Casus er et Mennefle.
Altsaa: Cajus er dvdelig."

faaer man, fljondt Cajus udtrykkelig ucevnes, dog alligevel
ingen fcerlig Oplysning om Cajus som Cajus. I Under-

scetningen: „CajuS er et Menneske" har det Almene allerede
i den Grad opflugt det Enkelte, at man aldeles Intet vin-
der ved i Syllogismen at indscette enten Brutus eller Pom-
pejus eller Cnejus istedetfor Cajus.

Af Formlen x — ~ —

-4- -4- A + ...
—

a x a 2 a 3 an

faaer man derimod, ved at indscette for a t , a 2 , a 3 , . . en

Mcengde vilkaarlige Vcerdier, de allerforfljelligste Tilfcelde
ud. Og dog er Formlen almeengyldig, uforanderlig; kun
de enkelte Tilfcelde ere foranderlige. Ved Formlen er der

altsaa tilvejebragt en egen Overeenskomst mellem det Almene

og det Enkelte, det Uforanderlige og det Foranderlige.
Med det logifle Formelvcesen er det paa Viden-

fladernes nuvcerende Trin kun maadelig bevendt; med de

mathematifle Formler har Sagen en anden Sammenhceng.
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Imod det logifle Formelvcesen gives et videnskabeligt Middel:
en sund og skarp Dialektik; imod det mathematiske Far-
melvcesen behvves intet Middel, thi Indsigt i de virke-

lige Love er betinget af Indsigt i de mathematifle Formler).
Det Videnskabelige i disse Formlers Udvikling kan al-

lerede sees af den Maade, hvorpaa Functionsbegrebet årti-
culeres i de scerskilte Grundfunctioner.

Enkeltfunctionerne alox x, a, xa
, ax, a + x lade sig

nemlig aflede saaledes, at den efterfolgende med indre

Nødvendighed udspringer af den Foregaaende. Hvormegen
Forfljel her end kan vcere imellem disse Functioner i deres

selvstændige Optrceden, finder man paa Udviklingens Traad dog
let de Knuder, hvor den ene ligger indefluttet i den anden.

Her er saaledes et Vendepunkt, hvor Multiplications-
begrebet dcemrer under Additionens Styr. Tager man a +
a + a, en Sum af tre ligestore Addender, kommer man jo
ncesten uforvarende til at opfatte Storrelsen som et 3 Gange
gjentaget a. Men dermed er Overgangen ikke gjort. Be-

vidstheden kan ofte komme et nyt Begreb meget ncer, kan

flimte det som i en Dcemring, og dog kan Begrebet atter

svinde, og blive borte.

♦) Bed sine Formler egner Mathematiken sig just til at udtrykke de

virkelige Love. Dersom det ved Bestemmelsen af disse Love blot
kom an paa, at ncevne det Almene, kunde de bestemmes
uden Mathematiken? Hjalp; men da det tillige kommer an paa
Phcenomeuerne og de enkelte Tilfalde, efterdi Lovene ere Pha-
nomenernes Love, maa det Mathematifle med, at Udtrykket
kan blive exact. Den, der f. Ex. kun fatter Loven for den

javntvoxende Hastighed, forsaavidt den logifl udtrykkes i Ord,
fatter vel i eu vis Forstand det Vasentlige, men, da han mangler
Punktualiteten i de saregne Tilfalde, ikke det Virkelige. — Det

gjer en stor Forfljel, om Loven for haarde Legemers Sammen-

stod fremsattes i logifl Form eller i mathematifl Formel. Den

logifle Fremstilling i Ord er med al sin Noiagtighed altid sva-

vende; kun en Formel som: er indrettet paa at forklare
det Enkelte.
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Skal et nyt Begreb opgaae for Erkjendelsen, er det

ikke nok, at Undersygelsen fyrer hen til det Vendepunkt,
hvor det har sit Udspring (thi saa vare vel Nutidens store
Opdagelser alt skete for Aarhundreder siden); for at et nht
Begreb kan blive til i Erkjendelsen, kreeves, at Tanken ret

faaer Oie paa det, optager det i en Kategori, indfyrer det

blandt de yvrige Begreber, fylger dets Gang, og pryver dets

Conseqvenser.
Som det i Mathematiken gaaer med Overgangen fra

Addition til Multiplication, saaledes ogsaa med Overgangen
fra Multiplicationen til den exponentielle Function, og fra
denne til Logarithmen).

I Ligningen: a-i-u-j-a-si...a — uu bliver den

samme Styrrelse paa den ene Side opfattet som Sum, paa
den anden Side som Product. Ogsaa her sees det udtryk-
kelig, at deu mathematiske Betegnelse er et Sprog.

Som umiddelbart Beregningsudtryk angiver Ligningen
kun, at der paa hver Side af Lighedstegnet findes ligestore
Styrrelser; men med Hensyn til Begrebet er Ligningen
en Dom.

Seet fra den logiske Side, viser denne Doni igjen
Modsigelsen, den Modsigelse, at Multiplication altsaa baade
er det Samme og dog ikke det Samme, som Addition.
Denne Modsigelse, samt den 6ivcrsus respectus, hvormed
den formelle Logik vil undgaae Modsigelsen, og just derved

kommer i Modsigelse med sig selv, og falder ind under

Dialektiken, vedkommer slet ikke Mathematiken.
Som mathematisk Dom vil Ligningen ikke logifl ud-

sige, hvad Multiplicationen enten er eller ikke er, men der-

imod i den exacte Form paavise, hvorledes Multiplicatio-
nens intellectuelle Handling hcenger sammen med Additionens.

) De trigonometriske FunctionerS indre Sammenhæng med den

exponentielle og med Logarithmen kan forst senere Paapeges.
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2

Hvad Dialektiken er i Philosophien, er den intellectuelle

Handling med sine praktiske Overgange i Mathematiken.
At Sagen forholder sig saaledes, kunne vi oplyse ved et

Tilbageblik.
Den mathematifle Function forndscetter det Forander-

lige i sine Afhcengige som i sine Uafhcengige; kun ved at

satte Forandringernes uendelige Mulighed fatter man Func-
tionen. Men Functionen forndscetter i alle disse Forandrin-
ger tillige et Uforanderligt; den udtrykker jo Loven, og Loven
er det Uforanderlige.

Seet fra den endelige Side kunde det vel synes, som
om det i Formlen Uforanderlige var et dødt Schema, lige-
gyldigt mod de foranderlige Tilfcelde, at det f. Ex. med

Hensyn til Formlen: x —

;
—

~+ — + — +
a i el 2 ^3

kunde vcere ganske ligegyldigt, hvilke Bcerdier man indsatte.
Dette er nu vistnok i endelig Forstand saaledes. Men jo mere

endeligt Synspunktet bliver, desto mere trceder ogsaa Func-
tionsbegrebet i Baggrunden; jo mere derimod Functions-
begrebet fremhersker, desto inderligere sees Eenheden af det

Foranderlige og det Uforanderlige: Functionen viser just hen
paa det, som Dialektiken fordrer.

I ovenstaaende Opgave bleve Tiderne a,, a 2 ... an

givne, hver for sig, og følgelig uafhcengige af hinanden.
Men man kunde jo antage a t given saaledes, at a 2 , a 3 ...

gjordes afhcengige deraf, og det efter en saadan Lov, at de
dannede enten f. Ex. en arithmetifl eller en geometrist Rcekke:

a, a t , a 2
— a, -si 6, a 3 aj + 2d . . . eller a, — a],

a 2 a,q, a 3 a,qsi. . . altsaa i første Tilfcelde a^ ---

a^ -si (p — 1) d go/p); i andet Tilfcelde a^ a^ -1

9’ 2 (P); vi fik da

x
, —, s

— F^fp)) —/’(p)-
— si—— -si...— ...

—-

lilj P<P) Psn)
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Da der i Udtrykket for x findes i Ncevneren en Sum

- »
1

af Formen ——,
Pip»

der jo er en Fnnction af Pip), og hele

Summen følgelig en Function af Pip), saa er ogsaa 1, di-

videret med Summen, en Function af <x<p). Det Ufor-
anderlige og det Foranderlige ville paa denne Maade gjen-
nemtrcenge hinanden.

De mathematiske Functioner ere ikke dode Formler,
men driftige, rorige, praktifle Begreber, der fore et intellec-

tuelt Liv i Videnflabens Operationer. Til flige praktifle
Overgange behoves ingen dialektifl Spore.

Som Exempel paa, hvorledes de mathematifle Hand-
lingsbegreber kunne samvirke endog indenfor elementcere

Grcendfer, ville vi til Slutning minde om de, symmetriske
Functioner.

Jgjennem (x — aj (x — a 2 ) x 2 — (a, + a 2 ) x

+ a t a 2 x 2 + A(X + A 2 ; (x — aj (x — a 2) (x — a 3 )
x^ 4“ ^2 Ag) X 2 132 ^1^3 “I“ ^2^3)

— a,a 2 a 3
x 3 + A,x 2 4-A 2x + A 3 , vil man forstaae

det almindelige Udtryk:
/ (x) x + AjX“- 1 4- A 2 xn-2 + A 3 xu—s + ... An _ t

x + A n (x — a,) (x — a 2 ) (x — a 3 ) ... (x — an) 0.

Her er det Uforanderlige overalt med i det Foranderlige;
thi Udviklingsloven viser os Vexelbestemmelsen af Coeffi-
cientcr og Rodder:

A, —
— (a t + a 2 4^ a 3 -4 - - - a») — f (a i a 2 - - -

a^ Summen af alle a med modsat Tegn; her virker

forste Grundfunction.

A3 4“ 4“ ♦ ♦ ♦ A1 9,2 “I- 4^ ♦

an _2 an-1 an) f (a t a 2 a ... an) Summen af Pro-
ducterne af 3 og 3 a med modsat Tegn; her samvirke forste
og anden Grundfunction.
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A n (—l)n (»i a, a 3 ... an) — f (a,, a 2 , . . . an)
Produktet af alle a med modsat Tegn, naar n er ulige.
Det er altsaa den anden Grundfunction her optrceder.

Betcenker man derhos, at Rcekken gaaer frem efter Potenser
af x, hvorved den exponentielle Functions Vexel med den

logarithmifle tillige bliver mulig; saa faaer man et Totali-
tetsindtryk af Functiouernes intellektuelle Samvirken.

Logikens Formalbegreber ere som tomme Kar, der enten
maae forblive i deres Tomhed, eller fyldes med Stof og
Indhold udcnfra; Mathematikens Functionsbegreber ere som
driftige Organer, der assimilere sig et vcesentligt Indhold.

Uagtet de mathematiske Operationer i deres såregne
Fremgang tilhore Fagvidenskaben uden at vedkomme Philo-
sophien; egner deres Charakteer sig dog for en philosophis!
Betragtning til at belyse Tankevirksomheden fra en egen
Side, og synliggjore Problemer, hvis Behandling, for ikke
at sige Losning, er og maa vcere Philosophiens Formaal.

II.

Nendelighedsprobicinet.

Kan Functionsbegrebet tjene til at bestemme Eenheden
af det Uforanderlige med det Foranderlige, saa maa det

ogsaa kunne tjene til at opklare Forholdet mellem det Ende-
lige og det Uendelige. Hvorledes forholder det Ende-
lige sig til det Uendelige?

Uendelighedsproblcmet er Mathematikens og Philoso-
phiens store Fcelledsproblem. Men, for man ret kan tccnke
paa Losningen af et Problem, maa man allerforst see at
lade Problemet blive til. Ncervcerende Problem er nu af

2'
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den Beskaffenhed, at det kun da kan staae klart for Be-

vidstheden, naar Mathematiken vil hjcelpe Philosophien med

at stille det frem.
Med Interesse for Problemet folge vi da den af Ma-

thematiken betegnede Vei.

1) Rockker og trigonometriske Funktioner.

Den scedvanlige Forestilling, at det Uendelige falder
udenfor det Endelige, og kun kan naaes ved en Tilnoer-

melse, synes strax at finde sin Stadfæstelse i den elemen-

tcere Mathematiks Rcekkeudviklinger.
Rcekkebegrebet er en videre Udvikling af Functions-

begrebet, thi hvert Led i Rcekken er en Funktion af sin
Plads, Udtrykket for det almindelige Led: ta /’(n) viser,
at uH er afhcengig af n. Eftersom nu n 0, eller 1,

2, 3 ... eller n — 1, — 2, — 3 ... vil un

u0 , Uj, u 2 , u 8 . . . eller un
— u _ i, u _ 2 ,

u _ s,... forandre sin Vcerdi.

Da nu n, ved at formindskes eller formeres med en

Eenhed, kan forandres i det Uendelige, maa det Samme

gjcelde om u». Rcekken: ... u_ 2 , u-t, u0 , u,, u.2 , . . .

forestiller da en progressus og regressus in infinitam, hvis
scerskilte Led ere endelige, men deres Tal uendeligt.

Til de tre Slags sammenhængende Proportioner, den

arithmetiske, den harmonifle og den geometrifle, svarer, som
bekjendt, en typisk Forskjel mellem folgende Rcekker:

«) Den arithmetifle Rcekke (ZEqvidifferensrcekken), der

forudscetter u„ /(n) a + nx:

...a — 3x, a — 2x, a, a + x, a4-2x, a + 3x...

H Den harmoniske Rcekke, ifolge hvilken ta f (n)
2

1
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i 1 i 1 L_
a — 3x a — 2x a — x a a + x a 4- 2x

1
a + 3x

'''

/) Den geometriske Rcekke (Wqviqvotientrcekken), som
bestemmes ved f (n) axn :

3

a a a
„

. .. -T-/ —, a, ax, ax 2
, ax 3

...

X 3 X 2 X

I disse Rcekker strceber det Endelige ad forskjellige
Beie henimod det Uendelige, men Uendeligheden viser sig
deels som en brat Tilintetgørelse af det Endelige, deelS
som det Uopnaaelige.

I den arithmetifle Rcekke gaaer Tilnærmelsen paa hvire
Side af a frem mod oo, medens der paa venstre Side
kan, idet nx bliver a, indtrcede et Tilfcelde, da et enkelt
Led forsvinder.

I den harmoniske Rcekke gaaer Udviklingen til Hpire,
fra stadig fremad mod 0; medens derimod til Venstre
det Tilfcelde kan indtrcede, da oo pludselig opsluger et en-

kelt Led.
I den geometriske Rcekke skrider Udviklingen til begge

Sider ligelig fremad, til Hvire (med x > 1) mod oo, til

Venstre mod 0.
Saaledes opfattede, ere da 00 og O absolute Nega-

tioner, rene Swrrelsesgrcendser, men ikke selv Størrelser.
Den formelle Logik holder da ogsaa fast paa den Grund-
scetning, at det Endelige ikke er uendeligt, og det Uendelige
ikke endeligt. Men saa uimodsigelige disse af Contradictione-
principet garanterede negative Domme end synes at vcere,
saa fattige, indholdsløse, ere de tilsvarende positive: „det
Endelige er det Endelige, det Uendelige det Uendelige", thi
deres saakaldte Identitet er en reen Tautologi.

Som dialektisk Videnskab har Philosophien ikke kunnet
blive staaende ved slige Tautologier. At det Uendelige ikke
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er endeligt, vil jo med andre Ord sige, at det er en

Grcendse for det Endelige, altsaa det Jkke-Endelige. Det

Endelige, der er det Jkke-Uendelige, er da med det Samme
en Grcendse for det Uendelige. Men naar det Endelige og
det Uendelige paa denne Maade ere hinandens Grcendser,
maa Grcendsebestemmelsen blive dialektifl.

Har nemlig det Uendelige sin Grcendse i det Endelige,
saa har det jo en EndelighedSgrcendse, en endelig Grcendse,
og er selv endeligt. Naaer det Endelige omvendt fyrst sin
Grcendse i det Uendelige, da har det jo ingen endelig
Grcendse og er følgelig uendeligt.

Under en saadan Spcending imellem formel Logik og
Dialektik er det af Vigtighed at undersyge, paa hvilken
Side Mathematiken vil stille sig.

Det kunde ved fyrste Oiekast synes, som vilde Mathe-
matiken ubetinget hcevde Grundscetningen: enhver Ting er,

hvad den er, a a, 0 0, 00 00, og dermed afgjyre
Sagen. Men dersom nu Dialektiken tilfyiede: enhver Ting
er uophorlig i Begreb med at vcere, hvad den ikke er, selv
0 kan efter sit Begreb vcere som 00 og 00 omvendt som 0;
mon da Mathematiken, naar den ret faaer sig betcenkt, vilde

modsige dette?

For at fatte Mathematikens egentlige Mening, maae

vi besinde os paa den i forrige Afsnit fremhcevede Forstjel
imellem Ligningen og den logifle Dom. Hvad den logiste
Dom er for Dialektiken, er Ligningen for Operationen.

Hvad den mathematiste Dom angaaer, maae vi ikke

formeget lytte til de ordlydende Udtryk i Talesproget, men

fremfor Alt see paa den factiste Begrebsudvikling i Tegnsproget.
Begynde vi med en ideel Fac-

ticitet, og sporge s. Ex., hvormange
Vinkler den endelige Vinkel ACB

vel kan siges at indeslutte; da svarer
Mathematiken med rene Ord: „nen-

delig mange, uendelig smaa". Det
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Uendelige bliver altsaa baade som det uendelig Store og
det uendelig Lille omsluttet af endelige Grcendser. Men,
dersom det Uendelige virkelig omsluttes af endelige Grcend-
ser, maa det jo dog, det siger den sunde Forstand, paa en

eller anden Maade selv vcere endeligt.
Hvordan hcenger dette nu egentlig sammen? Som

veiledeude Exempler kunne vi engang betragte de trigono-
metrifle Functioner.

AB /(x) sin x; BC

/(x) cosx; DF /’ (x)
2 3

tg X, EG / (x) cot x o. s. v.

Idet x, vor uafhcengige Va-
riable, voxer i forste Qvadrant,
voxer, som bekjendt, sin, tg, sec

med det Samme, hvorimod cos,
cotg, cosec... aftage. Foran-
bringerne i x gaae i forste Qvadrant fra 0° til 90°; det
er nodvendigt, at betragte disse Forandringer ncermere.

Er x O, saa er sin x O, men cos x 1; tg x

O, men cot x oo, sec x 1, men cosec x — oo; er x

— 90°, da cosx O, sinx 1, tg oo, cotx O, o.s. v.

Det Endelige og det Uendelige bestemmes her ved hin-
anden saaledes, at Overgangen fra Endeligt til Endeligt
falder sammen med Overgangen fra Endeligt til Uendeligt,
hvorved da ogsaa en Overgang fra Endeligt til 0 falder
sammen med en Overgang fra Endeligt til oo.

Hvad betyder Udtrykket: x O? I endelig For-
stand kunde det betyde, at her slet intet x var; men i Kraft
af Functionsbegrebet betyder æx 0 et Jkke-Vcereude som
dog er et Vcerende. At en Vinkel O ingen Vinkel er,

forstaaer sig af sig selv; at z_x 0 dog alligevel betragtes
som vEnde, sees deraf, at Cosinus jo kun kan vcere en

Vinkels Cosinus, og at cos 0 ligesaavist er en reel Stor-
relse, som cos1°.
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Antages A at vcere i en

Grads Afstand fra D og D', saa
feiger heraf, at Veicn fra 1° til

0° ikke er lccngere end Veien fra
1° til 20. A kan komme D saa
nær, man vil, saalcenge A ikke

falder sammen med v, er z_ x

en endelig Størrelse; men i det

Dieblik A salder sammen med v bliver z.’x 0. Saa-

lcenge x endnu er endelig, er eotx ogsaa endelig; men i

det Dieblik x bliver ----- O, bliver cot x oo.

Afstanden fra Endeligt til O og fra Endeligt til oo er

altsaa her som en Afstand fra det ene Endelighedspunkt til

det andet. Ligger det ene Endelighedspunkt det andet uen-

delig ncer, da kan nu det Samme siges om O og Endeligt,
om oo og Endeligt.

Vilde man, for at belyse Forholdet mellem Rcekkerne

og de trigonometriste Linier, hente en Analogi fra Wsthe-
tiken, maatte man vel sige: de trigonometrifle Functioner
ere classiske, de uendelige Rcekker romantiske.

At have det Uendelige omfluttet af det Endelige er jo
classist, at opfatte det Uendelige som et for det Endelige
Hiinsidigt, Uopnaaeligt, romantist. Hvilken af disse Syns-
maader giver nu Mathematiken Medhold?

Forsaavidt Mathematiken er en exact Videnskab, fluide
man vel mene, den holdt paa det Classifle; men see vi paa
dens Brug af Kategorier som: „Tilmermelse, uendelig Til-

noermelse", flulde man ncesten troe, den svcermede for det

Romantifle.
Det er med denne Antydning naturligviis ikke Menin-

gen, at ville indblande det Wsthctiske i det Mathematifle,
eller opklare videnflabelige Begreber ved uvidenflabelige Ana-

logier. Den flygtige Hentydning til det LEsthetiske flulde
blot tjene til at udhceve Forskjellen imellem den dobbelte
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Maade, hvorpaa det Endeliges Forhold til det Uendelige
bliver opfattet.

Hvad ligger der da i Begrebet: Tilncermelse, uendelig
Tilncermelse?

Ved „uendelig Tilncermelse" kan man da for det Fyrste
ikke tcenke paa Tilncermelse til et Opnaaeligt; thi det Op-
naaelige udtrykker just, at Tilncermelseu maa ende med

Maalets Opnaaelse, og altsaa i sit Vcesen vcere endelig.
Tilncermelse til et Wpnaaeligt indeholder ingen Mod-

sigelse; et Uopnaaeligt uden Tilncermelse er heller ikke nogen
Modsigelse. Der er saaledes intet Modsigende i den Scet-

ning, at parallele Linier, hvor meget de end forlcenges,
aldrig ville fljcere hinanden. Naar Mathematiken undertiden

bruger det Udtryk om parallele Linier, at de, forlcengede i
det Uendelige, ville fljcere hinanden: da kan man herved
ikke egentlig tcenke paa nogen Tilncermelse; det er en Umu-

lighed, her fremstilles under Mulighedens Form.
En uendelig Tilncermelse, Tilncermelse til et Uopnaae-

ligt, synes derimod at frembyde den haardeste af alle Mod-

figelser. Ved Tilncermelse maa man jo dog i en eller anden

Forstand komme Maalet ncermere; men at komme Maalet
ncermere maa dog vel vcere det Samme som at komme

Opnaaelsen ncermere; men fra Opnaaelsen af det Uopnaae-
lige er man jo altid lige langt borte.

Ikke desto mindre

hcevder Mathematiken ( ? Bl

Begrebet af en uendelig \
Tilncermelse, og nedflaaer 'x
enhver Modsigelse ved ist
uimodsigelige Beviser.
Saaledes i Lceren om As-

symptoterne. — x; vv —7; — yp

For Hyperblen har man f. Ex. Ligningen:
/(x)y — j/ x 2 — a 2 ; for Hyperblens Assymptote:
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/■(x) y i ^x. Ofaslcry!—y -^- (x — }/ x 2 —a 2 )

b (x—Vx2 —a 2)(x+|/x 2 —a 2 ) b a 2

a x + |/x'2 —a 2 ax + f/x 2 —a 2

Betragtningen af denne Formel viser, 1) at her er en

virkelig Tilncermelse, thi jo ftørre x bliver, desto mindre
a 2

bliver naturligviis Brøken ' 2) at Tilncer-

melsens Maal er absolut uopnaaeligt, thi Brøken er fyrst
0, naar x er blevet oo.

Hvilken Gyldighed tør vi da tillccgge Begrebet Til-

ncermelsc?

2) Rakker med stigende Potenser.
Sknlle Begreberne: „Uopnaaeligt", og „Tilncermelse"

bringes i logisk Forbindelse, da kunde man, ifølge „diversus
respectus“ maaskee begynde med at tcenke sig Sagen faa-
ledes: Kategorien: „Tilncermelse" maa altid sees fra to

Synspunkter: 1) det Punkt, hvorfra man gaaer ud, Be-

gyndelsespunktet, og 2) det Punkt, der stal naaes, Maalet,
Endepunktet.

Gives der overhovedet nogen Bevcegelse fra et bestemt
Udgangspunkt henimod et Maal, saa kan man, dersom
Maalet er uendelig langt borte, jo i en Forstand gjerne
indrømme, at enhver Tilncermelse er som et Intet imod
Maalets uendelige Fjernhed, og dog, naar man seer tilbage,
betragte den fortsatte Fjernelse fra Udgangspunktet som en

Tilncermelse til Maalet. Her er altsaa i en Henseende,
forsaavidt man nemlig seer fremad, ingen Tilncermelse, men

dog i en anden Henseende, naar man vel at mcerke seer til-

bage, en virkelig Tilncermelse.
Dialektiken kunde nu vistnok i denne Sammenhceng

meget let confundere „diversus respectus“, og aflokke den
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formelle Logik den Tilstaaelse, at den, ifølge egen Forkla-
klaring, altsaa dog kun seer Tilncermelsen som — Bort-

fjernelse, kun seer fremad, forsaavidt den seer tilbage, og
at just dette er en Modsigelse; men vi have stillet os for
Mathematikens Forum, og tør ikke foregribe dens Kjendelse.

Forandringernes uudtømmelige Mulighed, der ligger
skjult i Functionsbegrebet, som i sin Grund, trceder ved den
intellectuelle Handling ud af denne Grund, og bliver saa,
under givne Betingelser, udviklet i de uendelige Rcekker.

Skal en Function af x indenfor Endelighedens Grcend-
ser udvikles i Rcekke efter Potenser, falder det naturligt, at

begynde med den høieste Potens; / (x) xn 4- ^x"-i 4-
Å 2 xn '- 2 4- A 3 xn - 3 + ... An _ t x + An (x — aj (x —

a 2) (x — a 3 ) ... (x — an) O, en Rcekke med faldende
Potenser, er da et Paradigme.

Men, naar Opgaven er, at vise, hvorledes det Endelige
i uendelig Tilncermelse strceber mod det Uendelige, maa

Paradigmet cendres, og Functionen udvikles efter stigende
Potenser:
/(x) — A o + A]X 4- A 2 x 2 4- A 3 x 3 4- •.. Anxm

..

Hvorledes nu en saadan Rcekke kan fremstille den uen-

delige Tilncermelse saavel til 00, som i sine enkelte Led, til
0, er allerede klart af den geometriske Progression.

I Rcekken: a a 4- ax 4- ax 2 4-... ax"“1
...

bliver x°° 00, dersom x > 1. Rcekken vil da ikke blot
kunne fortscettes igjennem et uendeligt Antal Led, men med

hvert svigende Led stedse komme 00 ncermere. For x < 1
er xoo 0. Rcekken vil altsaa ved at fortscettes gjennem
utallige Led ikke alene give en ftørre og større Sum, men

hvert følgende Led blive mindre og mindre, og altsaa ncerme

sig 0.

Mathematiken kan ikke, som den formelle Logik, slaae
sig til Ro ved en Forklaring af „uendelig Tilncermelse" i
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Ord; dm bruger sit Tegnsprog, og articulerer Begrebet,
idet den for enhver uendelig Rcekke udfinder Relationen
imellem de enkelte Led.

For at dette kan skee, maa Functionsbegrebet antage en

bestemt Charakteer: f (x) s. Ex. — a. Man har da

Rcellen ax A o +A t x + A 2 x 2 + A 3 x 3 + ... Amxm
...

For det mulige Tilfcelde: ax
— a°, er det let at be-

stemme Rcekken a° A o ; det Ovrige bortfalder. Men
a°A 0 1. Da nu f (x) ax skal, ifølge Functions-
begrebet, gjcelde for alle mulige Vcerdier af x, har man i
denne Function f-rste Coefficient Ag — 1 een Gang for alle

bestemt.
Cartesiusses Methode) og Newtons Binomialformel)

give derhos Mathematikeren Midler til, hvad de vorige Led

angaaer, at bringe det Foranderlige til at gaae op i det

Uforanderlige, og, saa at sige, fange de uendelige Mulig-
heder i Relationernes Net.

) C. Ramus. Algbr. F. S. 82. — De ubestemte Coefficienters
Methode.

Er s (x) A o 4- A|X -|- A 2 x 2
... B o + B,x .4- B 2 x 2

4~ . . ., saa maa A o vare — B o , A, — B,, A 2
— B 2 o. s. v.

Beviis. For x O bliver A o
— B o alene tilbage; ved at fra-

drage A„ — Bg, faaer man A,x 4-A 2 x 2
— B,x4-B 2 x 2

..., ved at

dividere med x, A, 4~A- 2 x • • • — Bi 4~ B2 X , og, ved at satte x —

o, Aj Bj 0. s. fr.

Binomialformlen. Fra den elementare Algebra kjender man:

(a -4- b) 2 a 2 4- 2ab + b 2 ; (a4~b) 3 a 3 4~ 3a 2 b + 3ab 2 4- b 3

... o.s.v. Rain. Elmt. Algbr. S.35. I den hoiere Mathematik <Ra-
mus Algebr. Functl. S. 85) fremstilles (p4~x)n P“ 4“ y- Pn — lx

4- 2^11 pn 2 x 2 4- p 51 3 X 3 en R^kke
1.2 1.2.3

efter faldende Potenser af p og stigende Potenser af x, hvis
Coefficienter dannes, som Analogien viser, paa en til Potens-
exponenterne svarende Maade.
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Saaledes bliver da for det Fyrste hver Coefficient kjen-
delig paa den tilsvarende Potens. Have, for at holde os
til det givne Exempel, Potensfactorerne xm z" i den ene

Rcekke Coefficienterne AB An , i den anden A m e „
(m

n
da har Mathematikeren sin

o . • . (m + n) (m + n — 1)... (m + 1) .

Ligning: A„ + n
— 2

Am An), og er forvisset om, at den ikke fluffer. Har
altsaa Mathematikeren nu i det Hele sikkret sig Relationen
imellem Potenserne og deres Coefftcienter, saa benytter han

) Man udvikler nemlig 1) to Rakker ester samme Lov: a — 1 4-
A,x + A 2 x 2 4-... AmXm

... og az i+a,z 4- a 2 z- 4-...4-
An zn og faaer 2), ved at multiplicere disse to Ligninger, to for«
skjellige, men overeensstemmende Udviklinger: aaz

— 1 4- • • •

AwAnXwz" ... cg a4- z
— 1 4-Ai (x4~ z) 4~ A 2 (x 4 z) 2 4~ • • •

Am + n (x4~z)m + n
... Af det anførte Led Am4- n (x4-z) m + n

udvikles igjen 3) den uendelige Rcekke: Am + n [xm + n 4" m n

xm+n-J z 4- (m + n > (m 4~ n 1) xm+n-2 4-T 1.2

(m4-ni(m4-n-l)(m4-n—2)... (m + 1)
xmzn

. . _

1.2 . 3 . . . . n

scerflilte Led A.„ + „ + n ~ 2> i' - <m +.12 AmAn .

1 . 2 . . . n

•) Vigtigheden af de ubestemte Coefficienters Methode vil man strax
blandt Andet fljønne deraf, at den samme Størrelse jo kan, uden
at forandre sin Vcerdi fremstille sig, ikke blot under mange, men

uendelig mange Former. Ogfaa imellem de rene Størrelser
soregaae, vel ikke intellectuelle Jntriguer og Mystificationer, men

dog saamange Omklcedninger, Forklcedniuger og Maskeringer, at

Den, der ikke gjennemfluer Forvandlingerne, let bliver skuffet.
Hvor let kan f. Ex. en Begynder ikke blandes af de mange Led i

Formlen- n(n ~ 11 <n ~ 2 > • • • (n — n 4- 2) (n — n 4~ 1) (n — m

1.2.3... n(n 4- 2) (n-n4-D
saa at han ikke strax seer det maflerede Nul.
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igjen denne Relation til dermed at udfinde Relationen imel-

lem Coefficienterne indbyrdes.
I den anforte Rcekke bliver saaledes den hele Vrimmel

af mulige Coefficienter bragt i en bestemt Relation til en

eneste, nemlig A x , ved Formlen: Am ),
den sidste, eneste ubekjendte, A,, endvidere bragt i bestemt

Relation tit a ved Formlen: aA > 1 4- y + -yy +

1— g ..., denne, beviislig convergerende, Sum udregnet,

og det fundne Tal 6 2,718281828459 ... antaget som
Grundtal i det naturlige, neperske, Logarithmesystem.

Bed Relationen imellem den exponentielle og den loga-
rithmiske Function bliver Coefficienten A, omsider bestemt i

•) Sattes: (S.+ ?Hm + n -1) .^ „

1.2.3 n

1, fCKXCÖ AmAj Am-H —b. C. Am1 ———yA. SEttev
1 m + 1

man bernæft m — 1, erholdes Ai + i
AnA,
1+1

sattes m 2,
A A

da faaer man A2 1 —
- '

— Az —

2 + 1

1.2
A 2 Ai

3

1-2 Af ,

A
, .

~

3
~

1.2.3 • ’ ’ Am ~

1.2.3...m ’ t?er<4 : a 1

A,x + A 2 x 2 + A,x 3
... ^1+ ^ +2 3 T 1 T 1 .2 ' 1.2.3

+.... og heraf igjen, naar man satter x — —_ ; aA i 1 +
Ai

1 1.2 I.2.3
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Formlen A, ["“)' en Relation, der naturligviis

igjen forer ind i nye Relationer.

Jstedetfor en logisk Betragtning af den uendelige Til-

ncermelse i de uendelige Rcekker udvikler Mathematiken alt-

saa Totaliteter af almeengyldige og dog eiendommelige, uen-

delige og dog bestemte Relationer.

Hvorledes bestemmes da Forholdet imellem Relationerne

og det Uendelige?

3) Funktionernes Systematik.

Uendelighedsproblemet er et omfattende Totalitetspro-
blem; flal et saadant Problem kunne loseS, maa det

under fortsat Udvikling selv medbringe Losningens Betingel-
ser; disse Betingelser maae ncermere undersoges.

At det Uendelige, for igjen at minde om det Dialektiske,
har sin Grcendse i det Endelige, vil da sige, at det har sin
Bestemthed i det Endelige; at det Endelige med det Samnie

har sin Grcendse i det Uendelige, maa altsaa betyde, at

Endelighedsbestemmelserne ved deres Utallighed overskride
enhver endelig Grcendse.

I Talrelationen bliver Endeligt nu vistnok ncermest
bestemt ved Endeligt; men med de uendelige Talrelationer

gaaer Uendeligheden selv tilsidst op i det Endelige. Een-

heden af Relationerne og det Uendelige bliver paa dette

Trin at opfatte i Begrebet: „indre Uendelighed", men Be-

grebet: „indre Uendelighed" falder igjen sammen med Func-
tionsbegrebet; Uendelighedens Indhold kan altsaa forst ud-

folde sig i de forfljelligartede Functioners systemakifle Sam-
virken.

Er a Ai —

e, saa er log a log e, og log a log e A,;

altsaa: A, —

a
sidet log betegner Logarithmen i et vil-

log o

kaarligt System).
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Til Belysning af Functionernes Systematik maa frem-
hceves a) at deres Udvikling kan fyres tilbage til een Grund-

formel, b) at deres Vexelforhold og gjensidige Overgange
vise hen til en fcelleds Oprindelse, e) at den ene Function
i fortlybende Rcekke kan udvikles af den anden.

a) Funktionernes Grundformel.
Vilde man forsyge paa at opregne de mulige Regne-

maader, Regler og Formler, som forekomme i mathematifl
Praxis; da vilde man snart faae et Indtryk af forvirrende,
overvældende Mangfoldighed, af en grcendselys Endelighed,
der ikke magter det Uendelige. Jo mere derimod det udvor-

tes Mangfoldige tilbagefyres til de fyrste, almindelige For-
udscetninger, desto mere hersker Begrebet, og desto overskue-
ligere bliver det Hele.

Som Beviis paa Mathematikens systematifle Frem-
gangsmaade tjener da dette, at den ikke allene reducerer de

utallige afledede Functioner til Grundfunctionernes Eenfold-
hed, men endog henfyrer alle, elementcere saavelsom afledede,
Functioners Udvikling til een Grundformel. Paa den Be-

tingelse, at man istedetfor x scetter, naar det fordres, t. Ex.
x-UK, er nemlig:

/(x) A o + A, x + Å 2 x 2 + A 3 x 3 +
en omfattende Grundformel.

Under den omfattende Grundformel er de enkelte Functio-
ners Individualitet ligesom tilflyret; men det er kun det

Endelige, som her oplyses, for at begrundes i det Uende-

lige. Med Udviklingen kommer det Ejendommelige atter

frem, og det Ueensartede viser sig. Paa forfljcllige Betin-
gelser bliver nemlig den fcelleds Mulighed til et Forskjelligt,
og hver udtrcedende Function stiller nu sine Betingelser.

f (x) a -|- x A q -j- A i x + A 2 x 2 -j- ... ntcici

A o blive a, A x 1, A 2 , A 3 0.
f (x) ax A o -|- A x x -|- A 2 x 2 -p .... 1NÄK

Ag blive O, A, a, A 2 , A 3 ..... 0.
I
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3

For / (x) xa Ao + Aj x 4- A 2 x 2
. . . . . faaer

ligeledes kun et enkelt Led Betydning, dersom x er eenleddet;
er x toleddet, t. Ex. y + z, gjengivcr Rcekken Binomial-
formlen.

For /' (x) ax A o + Aj x + A 2 x 2
...... cr det

bestemte Udtryk allerede givet (S. 28).
For / (x) logx A o 4- A, x + A 2 x 2

kan en Rækkeudvikling ) ikke finde Sted, dersom x er een-
leddet. Da log 0 ± oo, saa vilde, naar x var O, fyrste
Led Ag allerede vcere oo, og tilintetgjyre Rcekkens Be-
tydning. Scetterman derimod 1-fix istedetfor x, faaer man:

V 2 y 3 y 4

log (14~x) log e (x— y 4-— —y4- ...)).
Tilfyies her de trigonometriske Functioner, cos x og

sin x, og erindres, at cos (—x) cos x, og sin (—x)
— sin x, (cos O 1 og sin O 0), saa vil det

Eiendommelige strax vise sig, at cos x kun kan indeholde
lige, og sin x kun ulige Potenser af x. Man faaer da:).

608 X 1 Ag x^ -J— A 4 X 4 Ag xb. . . . .

sin x A x x 4- A 3 x 3 4- A 6 x 6

) Tages de brudne Exponenter med i Betragtning, indtrcede
igjen forskjellige ZEndringer i s-- og log x.

) Jvfr. Ramus. Algebr. og Funct. S. 87—88; ncermere Oplysning
under d.

»»)Anf. Skr. S. 88-90.

1)eosx—14-A,x4-A 2 x 2 4-A3 x3 4-A,x4 ..(eos0—1,altsaa: A3 —1)
(-xgiver, i uligePoten-

oos (—x) 1—A 1 x4~A 2 x2
— A3 x 34-A,x 4

.. ser, Minus, i lige,
Plus).

Men oos (—x) — cos x; skulle de 2 Rakker vcere lige,
4- A, — Aj, -J- A 3

— A3 saa maae Coefficieuterne
med ulige Indices alle vcere 0.

Anvender man ved Fremstillingen af Rcekken for sin x B istedet
for A, altsaa sin x — B o 4- B, x 4- B 2 x 2 + B 3 x 3

. . . ., faaer
man, da sin 0 — 0, og B o følgelig O, sin x B, x 4-
B 2 x 2 4-B 3 x 3

..., (a), og sin (— x) — B, x 4" B 2 x 2
— B 3 x 3 4-

B 4 x 4
.... (/?); men sin (—x) —

— sinx (Ramus. Trigonometri
3
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Den Ejendommelighed, hvormed disse Functioner ud-

trcede af Grundformlen, giver sig naturligviis ogsaa tilkjende
i Udviklingens Resultat:

X?
I

X 4 X 6

cos X 1 -

£2 +1 2.3.4
—

1.2.3.4.5.6
""

X 3
|

X 5 X 7

sin x x —

HZ- + 12.3.4.5
“

1.2.3.4.5.6.7
""

Naar een Grundlov saaledes sondrer sig i forstjellige
Udviklingslove, af hvilke enhver igjen kan betragtes som scer-
stilt Grundlov, for nye Udviklingslove, enhver af disse igjen

S. 8.), og ifølge (a) —B t x — B 2 x2 — B 3 x 3
.... For at

Rakkeu («) for — sin x kan stemme med (/?) for sin (— x), maae

B 2 , B 4 .... »ære 0.

2) Af anfsrte Rakker forflaffer man sig a) en Udvikling for cos x.

cos z, hvori der forekommer et Led: Am An x“ z“, A en Udvikling
for sin x sin z, hvori forekommer et Led Bp Bq xp zi, og y) fra
Trigonometrien (Ramus. Trig. S. 9.) de to Ligninger: oos x.

cos z — 4 (cos (x -j- z) -s- cos (x—z)j og sin x. sin z y (cos
(x—z) — cos (x-f-z>( og faaer da af Rakkerne for Cosinus:

Am An Am+n
<m+n > -

og af Rakkerne for

sin, sammenholdte med Ligningerne for cos, Bp Bq —

, (p+q)(p-Hq—D.— (p + 1).
p + q 1 . 2... q

3) De angivne Relationer lede til bestemte Udtryk for Coefficien-
i-1^terne, nemlig i Nakken for Cosinus: A,

i Raklen for Sinus: Bp
(-i)^

1.2..M
, A.

1.2...p
., Bj 4" 1. I Cosinus-

rakkeu haves

(-14
da A i, a 4 <z!11 .-+1-, a 6

1.2.34 1.2.34

"

1.2.3.45.6
—

1.2.34.5.6
; i Sinus-Rakken:B, —1, B 3

(—i)
1.2.3

— 1

-i, rt (-d^3

+i
-

1.2.3
—

1.2.3.45
“

1.2.3.45
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for nye o. s. v., sees i Sammenhcengen det Systematiske,
og i den systematiske Sainmcnhceng den Maade, paa hvilken
de endelige Relationer blive Bestemmelser for det Uendelige.
Her viser sig Forskjcllen imellem System og Schema. Et
Schema giver kun endelige Rubrikker, men en systematisk
Udvikling gaaer frem af Sagens indre Uendelighed.

b) Funktionernes Bexelforhold.
I et Schema gjcelde nominelle Definitioners men moti-

verede Begrebsovergange i et System.
Som exact Videnskab giver Mathematiken ikke blot exacte

Desinitioner, men viser tillige, hvorledes Begreberne danne
sig, og hvorledes de virke. Det er ikke Definitionen paa
en Logarithme, der lcerer os, hvad en Logarithme er; vi
leere det foreløbig, idet vi see den Sammcnhceng, hvori Be-
grebet fremkommer; vi leere det tilgavns, naar vi see den
logarithmiske Function i dens mangfoldige Overgange, i Con-
seqvenserne af dens alsidige Udvikling.

I et Schema hersker mekanifl Inddeling, men i et Sy-
stem organist Leddeling.

Som exact Videnskab hcevder Mathematiken exacte Ind-
delinger; man tcenke paa de elemcntcrre Functioners Jndde-
ling i enkelte og sammensatte, algebraiste og transcendente,
o. dsl. Men de saaledes inddelte Functioner holdes ikke
fast indenfor afmaalte Rubrikkers endelige Grcrndser. Man
seer af Operationerne, at Grccndscn overskrides, og dog just
hcevdes, idet den overstrides.

Dette gjcelder t. Ex. om Grcendsen mellem transccn-
dente og algebraiste Ligninger, a— er transcendent; men

igjennem x log a y log b skeer jo en Overgang til y
x log a

, , ,

—tog b > som er algebraifl.
Det Samme gjcelder om Grcendsen mellem den expo-

nentielle Function og den logarithmiske. I Rcekken for den

3
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exponentielle Function blev (11,2) Coefficienten: A, bestemt

ved et logarithmist Udtryk, nemlig A, man er-

holder altsaa:

lOA 6 Xlog 6 / 1.2 XlOA S/1.2. 3

Da nu Logarithmen til Grundtallet altid er 1, vcelges
det System, hvis Grundtal er e 2, 718281828459 ....,

og idet Logarithmen i dette System betegnes ved I, bliver
x y 2 y 3

a 1 + (1. a) x + (1. a) 2 4- (I.

Man gaaer altsaa ikke alene indenfor Logarithmekate-
goriens Grcendse over fra det ene System i det andet; men

man anvender Logarithmekategorien for at klare sig Po-
tenskategorien: der spprges om Vcerdien af en exponcntiel
Function, og svares med Vcerdien af en logarithmist; der

spvrges om Vcerdien af den logarithmiste Function, og svares
med Vcerdien af den exponentielle.)

Det Samme gjcelder om Grcendsen imellem den expo-
nentielle Function og de trigonometrifle.

Scetter man i Ligningen: a"---- 14-st.a)x-s-ll.a) 2 ^-4-
(l.a)

y 3
3_r
1.2.3

4- ... e istedetfor a, og erindrer at I. e 1, er-

holder man:

ex 1 4-y
x 2

42

x 3

1.2.3
4- ...

) Den under a) anførte Ligning: log (1+x) — log e (x— 4"

1^3“ ~

1 2 34 ---^rsavledes udviklet: 1) (14-x)y14-4x -s-

y <y~^ x
2

+ y (y—i)
.

(y —

x- ... 2 > aW i 4-
1.2 r 1. 2. 8

' 1

i°g d+x)
y + iO g /d-B» 4y 2

,,, . ved at ordne disse Rak-
10g 6 ( 10g 6/1.2

ker efter stigende Potenser as v, og derpaa sammenligne dem.
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©ætter man i denne Ligning x )/ — 1 istedetfor x, er-

holder man: c
x 1 1 + +

^V^ 3

+ .. 1 + x 1/T -

1.2.3 1.2.3.4
2 3 1 / 7“ 4 . ,

2L —

x V 1 + 2L__ , thi Potenserne af V — 1
1.2 1. 2. 3 1.2.3.4

danne en Periode af 4 Led:y-i,-i,-y-i Cg+i,
som gjentage sig i det Uendelige.

Multiplicerer man nu Ligningen sin x x — ■

1.2.3
^5 ^6

+ 13315-133X56: +-•'

man sin x^/ — 1 x |/ — 1 —

—

1
.... hvil-

fen Vcerdi netop svarer til 2del og 4de Led o.s.v. i Rcekken for
e x V — i

, medens Vcerdien for cos x, nemlig: 1 — +

X

j g svarer til 1ste, 3die og 5te Led, o. s. v.

Altsaa er i e
x^ 1

----- cos x +}/ — 1 sin x, og,

naar man istedetfor x^/ — 1 scetter—x|/ — 1, te
-—1

cos x — 1/ — 1 sin x, den exponentielle Function ud-

trykt ved den trigonometriste; hvoraf da endvidere følger, at
den trigonometriske tillige lader sig udtrykke ved den loga-
rithmiste. Er nemlig

— 1 cos x + V" “ Isnx,

saa er jo ogsaa x J/— 1 -----1, (cos x — 1 sin x) ).

) „De trigonometriske Linier ere som Functioner af Cirkelbuen
rednctible til den exponentielle Function, og Cirkelbuen som
Function af de trigonometrifle Linier reductibel til Logarithmen."
Ramus. Algbr. Functsl. S. 15.
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Det systematiske Samqvem imellem den exponentielle
Function og de trigonometriske er altsaa bragt istand ved

Anvendelse af en imagincer Størrelse, |/ — 1 ; men en

imaginær Størrelse hører jo, ifølge Definitionen, til det

Umulige. Ved det i sig Umulige er da en virkelig Re-
duction bleven mulig: hvorledes er nu dette at forstaae?

Vilde Nogen svare: }/ — 1 er baade umulig og dog
mulig; da vilde den formelle Logik maaflee tyde Svaret

saaledes: — 1 er i een Henseende umulig, forsaavidt her
nemlig krceves et Tal, som ophøiei til 2den Potens flulde
give — 1, i en anden Henseende derimod mulig, idet man,

ved f. Ex. at opløfte — 1 til 2den Potens, jo faaer
en reel Størrelse, — 1, ud. Dette kunde saa vcere et Ex-
empel paa den Sætning: diversus respootus tollit omnem

contradictionem.

Bien med al Respect for diversus respectus er en

saadan Modsigelsens Løsning dog kun formel, og det blot

Formelle det Overfladiske. Med dette Overfladifle kan Vi-

denflaben ikke siaae sig til Ro: Mathematiken skrider til

Operationer; Philosophien følger efter, og seer paa det Dia-

lektifle.
Dersom man med den logiske Scetning: possibile est,

quod non implicat contradictionem, kunde, hvad Begre-
berne angaaer, holde sig til nominelle Definitioner, vilde man

snart blive fcerdig med Adflillelsen as det Mulige og det

Umulige); men en grundig Adflillelse er betinget ved Sh-
stematik.

Mathematiken tærer os, naar vi følge dens systema-
tisse Udvikling, at Meget er muligt, som ved første Oiekast
synes umuligt, og, omvendt, Meget i Grunden umuligt, som
en Uindviet let antager for muligt.

) Paa denne Maade vilde en rund Fiirkant vel vcere umulig, men

neppe et regulcert Heptaeder.
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Ja, saa dialektisk er Mulighedsgrcendsen, endog paa det
mathematiske Omraade, at den exacte Videnskab selv i mange
Puncter endnu neppe formaaer at holde den fast.)

) For ikke at opholde os ved Sporgsmaal som: er det muligt, at

finde en omfattende Lov for Bestemmelse af Primtallene? er det
muligt, at finde en endelig Oplosning for den almindelige Lig-
ning af nte Grad? er det absolut umuligt at bringe Cirklens
Ovadratur under endeligt Udtryk, absolut umuligt, at -r kan vcere

periodifl? o. s. v. ville vi i denne Sammenhceng lidt narmere

udhceve Striden angaaende de imaginare Storrelser. Altsaa:
1> er ^/— 1 en absolut Umulighed?

Da i— a) frembringes af (-f-a) ved at multiplicere denne Stor-
relse med (—1); saa kan man anskueliggjore sig Betydningen af denne

Multiplicatio« ved Omdreininger.
d En Omdreining paa 90° betegnes

daved-s-as/ — 1; paa 180° ved

+’ay~T a (-1)
— a; paa 270° ved a (—1) V — 1

— a V i; paa 360" ved — a

aß

+

A
-a -i- a r-1 V—1 — a (-1) z+ a.

Men saa maa man rigtignok for-
e© binde saa ueensartede Begreber som

1 Mulüplication oz Dreining. Har
man, idet Coordinatsystemets Be-

X 2

gyndelsespunkter r Centrum,-^-
y 2

p- 1 som Ligning for Ellipsen, saa kan man ved at satte b

X 2
y 2

V —1 b', og følgelig b 2
— b

2

erholde: —

1, som er Hyperblens Ligning. Det umulige og deSaarsag ima-

ginare V—1 bliver altsaa dog paa en Maade reelt, og desaarfag
muligt.

2) Ere Logarithmer af negative Storrelser mulige?
Ved fiygtig Betragtning skulde det synes, som var her Intet

iveien? Man har log (a 2 ) 2 log a, og log (—a) 2 log (a 2 );
hvor nar ligger da ikke den Slutning, at log (—a) 2 ozsaa maa

vare — 2 log (—a), og dog er Slutningen falsk. Man har,
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At Grcendserne hcovdes, idet de overflrides, viser for-
pvrigt, hvorledes Definitioner og Dvcrgange, mekanifl Ind-

deling og uendelig Articulation betinge hinanden i et viden-

flabeligt System.
Forsaavidt de enkelte Functioner stilles som i Rubrikker

ved Siden af hinanden, og holdes imod hinanden, stilles
de realistifl: jo fastere den endelige Modscetning holdes, desto

naar a cgb ere positive, V a. V b. V a. b; men da K—aer
umulig, gjalder ovenstaaende Ligning ikke for negative Storrelser.
Man kan ikke sige (V — a) 2

— V - a ]/ - a y (— a) 2

y a 2 ± a, thi det er kun V — a, som ophviet til 2den

Potens giver — a. I Striden mod Bernoulli indsaae Leibnitz
det Sande, men savnede Midler til at afvcebne sin Mod-

stander; i Striden mod d'Alembert anvendte Euler Formlerne:

a—l-|-(l.a)-j— (1. a)-^ -s- . . .,
1

— cos x -|- sin x

V—1, og l(cos x + sin x V — 1) x V— 1 og sandt i disse
Formler Udgangspunkter for klare Beviser. Sattes nemlig Formlen:
(2p-r-s-7> , . , . .

e cos (2 p y) -f- sin (2 p -f-y)
V— 1 , idet p et hvilketsomhelst heelt Tal; sattes end-
videre a —r eos (2p-r-stl), b — r sin (2 p « -f- er-

holder man ad Reduetionernes Omvei (jvfr. Ramus. Algbr. Functsl.
S. 92—94) folgende Formler til Sammenligning: (I) l. a2

— l’a2

+ 2 p æ / - 1; (II) 1.a 2 — 2 l 1 a +^nV — 1 ; (III)
2 l.a 2 l. 1 a + 4 p l « V — 1 lidet Ligningen I. a 1’ a

+ 2 p
1 n V — 1 multipliceres med 2); (IV) 2 I (—a) 21’ (a)

4- 2 (2 p
11 +1) rr V — 1 (da man har I (—a) — I' a -st

(2pH-st1)^1^ 1)- Sammenlignes IV med III, saa bliver 2
I (— a) 2 1 (a), naar 4 p

1
— 2 (2p" +1), eller, naar 2 p

1
—•

2p”+l; men dette er umuligt, da et lige Tal aldrig kan blive

lugt et ulige. Jfolge de ovrige Sammenliguinger faaer man ud,
at de Led, i (— a) have falleds med I. a i den uendelige Rakke,
tilhobe ere imaginare. En reel Logarithme af — a er altsaa dog
en Umulighed.
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stärkere er Realismen. Den mathematiske Praktik betvinger
imidlertid selv denne Realisme, idet den lader enhver af de

adskilte Fnnctioner optage de yvrige i sin Selvudvikling.
Hver Function vender altsaa gjenncm de øvrige tilbage i

sig selv, har altsaa de yvrige som Momemter i sin Begrebs-
bestemmelse og sit Indhold; dette er det Idealistiske. For
Realisten ere Relationerne endelige, for Idealisten ere de

uendelige: i en gjennemfyrt Systematik blive de endelige Re-
lationer begrundede i det Uendelige.

o) Taylors Rcrkke.

Den systcmatiste Sammenhamg af endelige Led, der ar-

ticulerer den indre Uendelighed, er i alle Puncter umiddel-
bar og dog uendelig formidlet.

Vilde imidlertid Nogen sige: „vor Erkjendelse er altsaa
kun umiddelbar, fordi den er saa uendelig middelbar", skulde
vel en saadan Attring let blive opfattet som Beviis paa
Spidsfindighed og dialektisk Ordspil.

Dog Gyldigheden af den opstillede Scetning vil netop
indlyse umiddelbart, naar Forstaaelsen fyrst er bleven for-
midlet.

I en Kjcede af materielle Led gjcelder det ganste vist,
at, medens fyrste og andet Led ere i umiddelbar Sammen-
hceng, ere fyrste og tredie Led kun i en middelbar, fyrste og
fjerde i en endnu mere middelbar Forbindelse. Bien med
en saadan Udstykning af Umiddelbart og Middelbart er Be-
grebet: »indre Uendelighed" uforeneligt.

I den intellectuelle Sammenhceng taler man vel ogsaa
om Aderleds Forbindelse ved Mellemled; men, jo dybere
Indsigten gaaer, desto mere oplyses de endelige Mellemled
som Begrebsbestemmelser i Iderleddenes inderlige Eenhed.

For ikke at blcendes af Middelbarheden i de indtrce-
dende Mellemled, maa man see paa Lysvirkningen, og klare
sig Forskjellen imellem det Gjennemsigtige og det Uigjennem-
sigtige.



42

Hvad den sandselige Lysvirkning angaaer, er det jo
Mellemleddenes Dunkelhed, Midlernes Endelighed, som la-

der os fole det Middelbare.

Den, der vil kjende Skikkelser, der bevoege sig bag en

Skillemuur, maa ad en Omvei skaffe sig Underretning, og
moerker sig derved det Middelbare. Er det nu ikke en Muur,
men en gjennemskinnende Rude, der adfliller Beflueren sra
Gjenstandene, begynder det Middelbare allerede at forsvinde:
han seer jo umiddelbart Skyggerne bevcege sig, fljondt Ru-

den fornemmes som fjernende Mellemled. Er Rnden af
reent gjennemsigtigt Glas, generer Mellemleddet slet ikke; vceb-

nes dertil endnu Biet med Kikkertens Glar, saa have vi

her et Exempel paa Mellemled, som istedetfor at fjerne de

tilsvarende Iderled, Beflueren og Gjenstanden, tvertimod

bringe dem hinanden ncrrmere, istedetfor at binde dem ved

det Middelbare, endog lader dem modes i forhoiet Umid-

dclbarhed.
Er den paagjceldende Forudscetning indlysende, da er

ogsaa dens ncermesteConseqvens indlysende. Har man forst ind-

seet, hvad det vil sige: An Aa-Am+ll
!—4— —,

da er det ogsaa umiddelbart indlysende, at A^ A,. maa

vcere, forn^l, Amt, t er Ligningen Am A,

Amfi
m

umiddelbart indlysende, da er ogsaa Ligningen:
A A

Am+ i umiddelbart indlysende.
Men saaledes forholder det sig jo med alle Overgange

i den hoiere som i den lavere Mathematik. Hver Scetning
maa i sin sceregne Sammcnhceng indlyse mniddelbart, og

dog er i denne sceregne Sammenhceng netop det Middelbare.
Jo mere Sammenhængen klares, jo mere gjennemsigtige
Mellemleddene blive, desto mere vil derfor ogsaa det Mid-
delbare opgaae i hoiere Umiddelbarhed.
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Det er for den mathematisk Dannede ligesaa let at gjen-
, r ,, . . . (m+nVm-l-n—iL./m+l)nemldbeBevisetfor AmAnAmin

k 1
—

i ovenanførte Sammenhceng, som for Begynderen at for-
staae den Slutning: A>B, B > C, altsaa A > C.

Betragte vi Ligningen:
/0 +h)A0 + A t (x-)-h)-|-A 2 (x + h) 2 -|-A 3 (x -j-h) 3

...

som en uendelig Kjcede af endelige Led, da lader det sig be-
vise, at der i en saadan Kjcede er Mulighed til uendelig
Formidling af Leddenes Sammenhceng. Methoden, For-
midlingens Bei, er paa een Gang Omvei og Gjenvei.

Da /(x 4- h) endnu ikke er ncermere bestemt, kan man

for det Forste stille den Betingelse, at de forovrigt ubesteinte
Coefficientcr, A„, A^, A 2 ... skulle vcere Functioner, nemlig
forskjellige Functioner af x, ikke af h, og, for at minde om

Betingelsens Opfyldelse, skrive Rcekken saaledes:
f(x + h)/(x)+f(x)h+/(S)b< +/(x) h 3 4-...

/'(x)hm +... X 0 4-^h + XJi 2 4-X 3 h 3 L. + Xmh»...

For at sikkre os en alsidig systematisk Sammenhceng,
stille vi for det Andet den Betingelse, at den uendelige
Rcekke udvikles saaledes, at dens Led igjen kunne udvikles i
uendelige Rcekker.

For at denne Betingelse kan opfyldes, anbringe vi for
det Tredie endnu foruden h en Tilvcextk, og forskaffe os
derved en dobbelt Udvikling, idet k paa den ene Side lceg-
ges til h, paa ten anden Side til x.

Endelig maa for det Fjerde den Betingelse endnu til-
fpies, at Functionen vcelges saaledes, at man udtrykkelig
faaer: /(x -s- h 4- k) /"(x 4- k 4- h).

Disse ere altsaa vore ncermeste Forudscetninger; vi
skulle nu prpve disse Forudscetningers Conseqvenser.

I Rcekken (I):
r(x + hT^X. + X, (h 4- k) 4- X 2 (h 4- k) 2 4- ...

Xm+n (h 4- k)m + n
... kan af det sidst anfprte Led udvikles en
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uendelig Rcekke, som blandt sine utallige Led maa indeholde
(m -s- n) (in -f- n — 1) ... (m + 1)

folgende: Xm+n J . å" n

'

I Rcekken (II) med dens Rcekker:

/(x-i' li -s- h) /’(x^-k)(X 0 -|•-X 0 , 1 k-|-X 0 , 2 k 2 ...X 0 ,nkn ...)
+/’(x+k)h(X 1 h-j-X^j hk-(-... X 1/n likn„.)
+/-(x+k)h 2(X2 h2 +X 2 ,,h 2 k...X 2 ,nh2k“...)

2

+/(x+ k)hm(Xm hm+Xm,, h”k+...Xm,nh
mk“...)

haves altsaa Xm ,n hm kn
, ifølge de ubestemte Coefficienters

Methode, Xm+n
(m

. .+ .

n) (m + n — 1)... (m + 1).

I flige Sammenstillinger herfler Middelbarheden: Me-

thodens Vei er en Omvei.
At nu denne Omvei just er en Gjenvei, idet de ved

Mellemled fjernede Jderled bringes hinanden uendelig ncer,

kan i denne Sammenhceng ligesaa let paavises:
Man har, ifølge (1), Xj (h + k) X! h + Xj k, og,

ifølge (II), X„,j k, og altsaa ifølge de ubestemte Coefficien-
ters Methode, X^,, X,; heraf sees da, at X^,, frem-
kommer af X^ paa samme Maade, som Xg,i X, af Xo-

Scettes nu Xg ^-/(x), og X, saa faaer man,

idet m 1, 2,... n,...

2

. x^, rw
" 3 3 JU2 1.2.3

3
Xn-M /•- (X)

n 1.2... n
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Kjender man altsaa den Maade, hvorpaa X, fremkom-
mer af Xg, saa kjender man med det Samme den Maade,
hvorpaa hvert efterfølgende Led fremkommer af sit fore-
gaaende. Er Relationen mellem forste og andet Led ind-
lysende, bliver med det Samme Relationen mellem forste
og tredie, forste og fjerde, forste og tusinde Led indlysende.
Gjenveicn betinges deraf, at Middelbarheden hceves til
hoiere Umiddelbarhed — i Indsigtens Dybde.

Ere nu Coefficienterne, paa de angivne Betingelser, be-
stemte som Functioner af x, kan Rcekken:
/ (x + li) /-(x) + f(x)h + støb’ +....
/■(x) h m

... strivcs:
li h 2 h 3

/(X + h) —/-(x) + /-'(X) — + /" (X)
1 1 ♦ J 1 ♦ J ♦ o

hm

Denne saakaldte Taylorske Rcekke kan, naar man, efter
at have frembragt f' (x), s“ (x)... af /’(x), sætter x 0,
og h x, igjen omformes til Maclaurins Række:

^-/-lOjst-Z-UO) + r (0) + . . . . (0)
xm

Fastholde vi altsaa Identiteten af Omvei og Gjenvei,
da viser nu et Tilbageblik tillige, at Methodens uendelige
Formidling paa een Gang flyldes den nodvendige Sag-
bevægelse og den frie Tankebevægelse.

A x A $ v 2 A 3 V 3
Vi have Formlen: aM +^ + ...

det er udtrykkelig vor Opgave, at finde X^; men det be-
stemte Udtryk for X, folger ingenlunde af Formlen paa
samme Maade, som af X > B, B > C folger X > C.

Opgavens Losning er nodvendigviis betinget af den
givne Sammenhæng, men det er dog Tanken, der stiller
sig Opgaven, og udfinder Veien.
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At sætte x — seer ved fyrste Diekast ud som et

sindrigt Paafund, thi det er en Udvei, Friheden har fundet;
men, nyiere overveiet, er Udveien foreskreven. Frihedens
Valg er grundet i Sagens Nydvendighed.

X 2

Vi have Formlerne: ax l + (l.a)x+(l.a) 2 — + (l.a) 3

X 3 x x^ X 3

E^-^e^l+T +rr + H3---^avm er

at finde en systematist Sammenhceng mellem den exponen-
tielle Function og de trigonometriske. Det nydvendige Mel-
lemled ligger i Sagen; men der hyrer en Enker til for at

opdage Mellemleddet.
Vi have i Formlen:

/•(x + h) A o + A, (x + h) + A 2 (x + h) 2 4- A 3 (x + h) 3
...

Mulighed til utallige Rækkeudviklinger. De Betingelser, der

stilles, de Retninger, der fylges, den hele Methode er her
ligesaalidt en umiddelbar Folge af Nydvendigheden som et

tilfceldigt Produet af Vilkaarligheden.
Det er Sagen, der yder Betingelserne, men den frie

Toenkning, der vcelger Betingelserne; det er Sagen, der af-
giver Forudsætningerne, men den frie Tcenkning, der ordner

Forudsætningerne; det er Sagen, der leverer Midlerne,
men den frie Tcenkning, der fastsætter Maalet. Maalct
er i denne Sammenhceng en Analyse af det Uendelige.

III.

Det Uendeliges Analyse.

I Tilncermelsen til et Uopnaaeligt fandt Uendeligheds-
problemet fyrst sit befluelige Udtryk; de endelige Relationers



indre Uendelighed viste os derncest Veien til Problemets
Lysning.

At en saadan Lysning ikke alene vedkommer Mathe-
matiken, men i hyieste Grad Philosophien, kan allerede sees
af den Modsigelse, hvori Knuden er knyttet. Modsigelsen
er, at det Uendelige er i uopnaaelig Fjernhed (Asymptoten),
fordi det allevegne er det Endelige saa uendelig ncer (trigo-
nometriske Functioner).

Fylge vi, som hidtil, det mathematifle Spor, bliver
den uophyrlige Tilnærmelse ncermere at bestemme ved Func-
tionsgrcendsen, Limiten), den Grcendse, hvortil en Func-
tion af x convergerer, idet x enten voxer eller aftager i det

llendclige. Hvad det Uendeliges, saa at sige, Allestedsncer-
værelse i det Endelige angaaer, henvises vi derncest til Di s-
ferentialet, denUendelighedsforskjel, der opkommer imellem
s (x) og / (x + h), idet h betragtes som uendelig lille Til-
vcext til x; endelig til Integralet, det Udtryk, som viser,
hvorledes man igjenncm det Uendeliges Tmveie finder Gjen-
veien til det Endelige.

l) Functionsgrcrndsen.
I Ligningen: Lim /'(x) /(oc) c

er c den Bcerdi, den Grcendse, hvortil /'(x) mere og mere

ncermer sig, idet x bliver styrre og styrre, en Grcendse, som
dog fyrst opnaaes, idet x bliver oo, altsaa ved uendelig
Tilnoermelse.

Exempel: /(x)
a 4- a, x + a 2 x 2 +
b 4- L»i x + b 2 x 2 +

an x"

bn xn

Saalcenge x kun er en endelig Styrrelse, kan intet af
Leddene bortkastes; imidlertid kan man dog ved at dividere
med x" omforme den hele Qvotient uden at forandre dens
Vcerdi. Altsaa:

4 Ramus. Algbr. Funct. S. 78—79.
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a
I

a i I
a 2 ] „

X»
+

x”-1 +
xn 2 + • • • n

Omformningen viser, at de Led i Tceller og Ncevner, som
ere dividerede med x, faae mindre og mindre Bcerdi, jo
mere x voxer. Scettes nu x oo, erholdes:

O 4~ O 4~ O 4- ... an an

O -I- O O 4“ • • • bn b n

I Ligningen:
lim f (x) / (0) c 1 betegner

c 1 den Bcerdi, den Grcendse, hvortil Functionen ncermcr

sig, idet x bliver mindre, men som kun naaes i uendelig
Tilncermelse, forsaavidt den fyrst naaes, naar x 0.

Exempel.

Af r (x) t k'
X I' " '

sees, at alle
' ' k 7 b 4- bj x + b 2 x 2 4- ... b n xn 1

de med x multiplicerede Led maae faae en desto mindre

Bcerdi, jo mindre x bliver. Bliver x tilsidst O, faaes:
a 4- a t O 4~ a 2 O 2 4~ • ♦ • anOn a

,

' w —

b 4- b, O 4- b 2 0 2 4-...bn On
—

b
” C '

Men, kunde man indvende, det er jo saa langt fra,
at man endnu seer nogen Forfljel imellem oon

og 00' imel-
lem 0° og 0' at det endogså« synes, som om O og oo, selv
naar de indfyres ad Tilncermelsens Bei, dog alligevel ved-

blive at udflette al Forskjel imellem de endelige, bestemte
Styrrelser.

For at fatte den Relativitet, som Tilncermelsen ind-

fyrer i det Uendelige, maae vi betragte de uendelige Styr-
relser, O og oo, deels i Forhold til de endelige, deels i

Forhold til hinanden indbyrdes.
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a > b; men a . oc b . oc, a . 0 b . 0.
1- r- / 1 i i ■ 1000
Lim(x)oc; Lim | — J Lim —— 0.

. n. r 1
r 1000lim (x) 0; lim — ----- lim ----- oo.k '

X X

Altsaa vil enhver endelig Størrelse i Sammenligning
med det uendelig Store vcere forsvindende; og ligesaa vil
det uendelig Lille vcere forsvindende i Sammenligning med
enhver endelig Styrrelse. Forsaavidt Endelighedsgrcendsen
er forsvunden, hcevde O og -x) endnu deres Rang med det
Uendelige; men forsaavidt det Forsvundne viser tilbage til
en Forsvinden, og denne Forsvinden til Tilncermelsen, stige
O og oo ned fra Uendelighedens absolute Hvide, og indgaae
i Beregning med endelige Stprrelser.

Bi kunne tydeliggjpre Sagen saaledes. I Formlen
— 1 kan x gjerne forandre sig, blive storre og styrre,
mindre og mindre, uden at den paagjceldende Qvoticnt for-
andrer sig. Ulm ~ || cr altsaa ikke lcengere et ube-

stemt Udtryk, men ganfle bestemt 1; ligesaa bestemt cr
X O

lim — — 1. Hvad der gjcelder om Qvotienten
X X X $ xn

gjcelder ogsaa om — o. s. v. Altsaa: da

X-
. x 2 cx: 2

x 2 O 2
„— X, er Lim —

æ, oa lim -— — 0.x x æ
0

x O

Da — x“- 1
, saa er Lim —— cx>“—1

, og limX X oc 0

For at see, hvorledes den Modsigelse, der ligger i
Begrebet: uendelig Styrrelse, oplyses i den mathematifle
Fremstilling, kunne vi for et Bieblik lade den uendelige
Tilncermelse standse for en endelig Grcendse. Hvor denne

4
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Grcendse scettes, er i Begrebet ligegyldigt, da den kun scettes,
for pieblikkelig at overskrides.

Stvrrelsen 1000,000 forestiller for et Dieblik oo, Ovo-

tienten vil da nvdvendigviis forestille 0.
1000,000

I Overeensstemmelse med ovenstaaende Formler ville

vi altsaa erholde:
1

1000,000
- —

— 1;
1000,000 0

_ 1.
1000,000 oc 1 0

1000,000
' 1 \ 2

(1000,000) 2

1000,000
oc 2

OC
1000,000 — oc; -

11000,000)
1

O 2 1
0.

1000,000

0 1000,000
< 1 y

(1000,000) 3 oc 3

1000,000 2
-

<1000,000/
1000,000 OC 1

O 3 / 1 ) — O 2

1000,000

0 \ 1000,000;
Den Indvending, at 1000,000 er uendelig langt fra

og 1000 000 f^lig ligesaa langt fra 0, betyder Intet;

da Endelighedsgrcendfen kun er sat, for at overflrides, vil

man ikke blot kunne lade 1000,000' ° 00 - 000 istedetfor 1000,000

forestille oc, men, hvad her er det Afgjprende, tillige indste,
at Forholdsleddene kunne forandres i det Uendelige, uden

at det bestemte Forhold derved i mindste Maade forandres.
Det er saa langt fra, at 0 og so udstette al Størrelses-

forstjel, at de omvendt give den endelige Forstjel en uendelig
Betydning. Er her imellem x 2 og x en bestemt endelig
Forstjel, fordi x er endelig, saa er her nu tillige imellem
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4

oo 2 og oo en bestemt Uendelighedsforskjel, og ligesaa imel-
lem O 2 og 0.

Jstedetfor at sprcenge det Endelige, og med det Abso-
lutes tilintetgjyrende Overmagt, saa at sige, knuse det gie-
lative, ere O og oo snarere, for at bruge et billedligt Ud-
tryk, som gode Guder nedstegne i Endeligheden, at forhpie
det Relative og bevare det i alle Forandringer Uforanderlige.

Det Uendelige bliver endeligt, at det Endelige kan blive
uendeligt. O og oo ere ikke lcengere absolute; her er ikke
mere uogen absolut Forstjel imellem O, 1, oo. I Sam-
menligning med O er 1 oo, sammenlignet med oc er

1 0. I Forhold til oo 2 er oc 0; i Forhold til O 2

er O oo.

Den samme Lov, der opretholder et bestemt Forhold
af endelige Led, vedbliver endnu, efter at Leddenes Endelig-
hed er forsvunden, vcere sig i O eller i oo, at opretholde
det samme Forhold; men naar det er beviisligt, at For-
holdet for det Uendelige bliver det samme, som for det
Endelige, kan det Uopnaaelige siges at vcere opnaaet.

Den Dialektik, at det Uendelige er som det Endelige,
og det Uopnaaelige i hvert Nu opnaaeligt, fhldcstgjpr Ma-
thematiken paa mangfoldige Maader ved' sine Operationer
med de uendelige Roekker af Formlen: s (x + h).

Har man, for at vcelge et bestemt Exempel, en Func-
tion af een Variabel / (x) ----- som for en speciel

Vcerdie, x a, antager Formen idet (a) O og tp(a)
0; da kan den sande Vcerdi af et saadant Udtryk be-

stemmes ved at spge Udviklingerne af g (a 4- h) og ip (a + h)
efter stigende Potenser af h,

g (a 4- h) Aj h«i 4- Å 2 h« 2 + A 3 h«3 4- ,.,

•tp (a 4- h) — B, h^i 4- B 2 4 B 3 Ms + ...

hvor « og ß ere positive, efterdi h O stal reducere begge
Udviklingerne til 0. Man har da:

4
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„ , . , y(a+ h) „ A t + A 2 h«>-«i 4-A 3 h«,-«>+♦..
/(a-r u ip(a4-h)

' '

B, +B 2 h/?a - ^i + B 3 h^3'^i+...
Ved at scette h 0, faaer man:

U
Tre Tilfcelde ere nu mulige: I) «, r «i — + n'.

11) «, —0, —n 1
. 111) «, Pj; a t

— —0.

Altsaa: l)/(a) On 1
. ¥7

°‘

111)/“(a) 0°. 1 .

Af Størrelsen h sces her, hvad det vil sige, at det Ende-

lige kan vcere som O, og O som et Endeligt.
Ved uendelig Tilncermelse scettes im>^i O«ithi

dersom O var en absolut Negation, vilde Udtrykket: 0«i-^>

jo vcere aldeles mcningslpst. Forsaavidt her kun er en Til-

ncermelse til O, ikke det absolute O, er det Uendelige endnu,

som fpr, det ved Tilncermelsen Uopnaaelige.
Men den uendelige Tilncermelse kan dog heller ikke

forstaaes saaledes, at h beholder en endelig, om end kun

hpist ubetydelig Vcerdi, og derfor med en vis Omtrcntlighed
og ligesom paa Slump scettes 0. Her er i Ligningen:
da,-/?, O«ii ikke fjerneste Anstrpg af det blot Om-

trentlige, ikke mindste Spor af det Unpiagtige. Ligningen
h«i~/3i O®ii er i Begrebet exact, som Ligningen: A — A.

Men er Ligningen exact, saa er det Uendelige jo i

Functionsgrcendsen gaaet sammen med det Endelige, og det

Uopnaaelige altsaa dog opnaaet.

2) Differentialet.
Forsaavidt her er Tale om Tilncermelse, ligger det

Uendelige bestandig udenfor det Endelige, og er deSaarsag

0 Ramus. Differential- og Integralregning 1844. S. 12—13.
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det Uopnaaelige. Til Opnaaelse af det Uopnaaelige maa

her da fra dette Standpunkt gjores et Spring; men, for at
der dog heller ikke skal springes Formeget over, maa Sprin-
get saa igjen vcere tilstrcekkelig forberedt ved Tilncermelse.

Denne Synsmaade har sin Betydning ved endelige
Beregninger. Hvormange Decimaler man f. Ex. flal tage
med af Tallet n, beroer Paa den Nøiagtighed, hvormed Be-
regningen udfores; man kan i visse Tilfcelde nøies med 5
Decimaler, man kan jo ogsaa gaae til 10, til 50, til 100
o. fl. Men i alt Sligt hersker Omtrentligheden: en endelig
Accorderen om Spring og Tilncermelse er desaarsag vild-
ledende, naar det gjcelder om Indsigt i det Uendelige.

Det er da ogsaa i Mathematiken let at paavise, hvor-
ledes det Uendelige kun adskiller sig fra det Endelige, som
ved et Spring, forsaavidt det selv springer ud af det

Endelige.
Af a a følger uimodsigelig a — a 0, og omvendt

solger af a — a 0 uimodsigelig a a. Tyde vi disse
Ligninger i logiske Domme, sees Forskjellen mellem det

Endelige og det Uendelige som en Forskjel imellem det Po-
sitive og det Negative, imellem Det, som forestilles, og Det,
som tcenkes.

Opfattet som positiv Dom, udsiger a a, at det Ende-
lige er, hvad det er, og forholder sig til sig selv umiddel-
bart, uden al Negation; opfattet som negativ Dom, udsiger
a — a 0, at det Endelige, for at kunne udelukke Nega-
tionen og forholde sig til sig selv, maa sikkre sig Forholdet
ved Negationen og altsaa dog optage Negationen i For-
holdet: a er en Forestilling, 0 et Begreb.

I Qvotienten —-— — + — + — 4-...a — a a a a

bliver Uendeligheden forestillet som en sig fortscettende Ende-
lighed, en endeløs Endelighed, et Endeligt, der aldrig faaer
Ende; i

a
— 00 seer Tanken derimod det
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Uendelige som et i Qvotienten udtalt Begreb, en indre

Forholdsbestemmelse, for hvilken de endelige Led kun ere

Momenter.
I Ligningen 2 2, er et Endeligt forestillet uden

Hensyn til det Uendelige; i Ligningen: — 1 + -i- 4-

/ 1 \ 3

4- j 4- • • • er et Uendeligt forestillet ved Hjcelp

af det Endelige; i Qvotienten:

+... 2 er Identiteten af det Endelige og det Uendelige
at see som i et Begreb.

For at udelukke det Omtrentlige og fastholde Begrebet,
har Mathematiken da ogsaa med skccrpet Opmcerksomhed
udhccvet Mcerket paa uendelige Rcekkers Convergens).

Forskjellen imellem divergente og convergente Rcekker er

tilligemed Forskjellen imellem uendelige Styrrelser af lavere

og hpiere Orden, 0^ forsvindende mod 0, c« forsvindende
mod 2L-, begrundet i „Fnnctionsgrcendsen", og denne

Grcendsebestemmelse desaarsag en ufravigelig Forudscetning
for Bestemmelsen af Differentialet.

At Differentialet netop maa bestemmes ved en Func-
tionsgrcendse, hvori det Endelige enes med det Uendelige

y „I enhver convergent Rakke" (s'n u 0 + u 1 + u a ••• + un) „er

Lim un 0, men dette er alene en nodvendig, ikke en tilstrakkelig
Betingelse for Convergens, thi et uendeligt Antal as positive
Led kan give en Sum — oo. Derimod, naar in betyder @um'

men af alle de efter un folgende Led, un+i, un+2, un^3... i

det Uendelige, hvilken kaldes Resten af Rakken, saa vil Lim ni —

O udtrykke baade en nodvendig og tilstrcekkelig Betingelse for
Raklens Convergens, thi man kan da stedse gjore n saa stor, at

in er mindre end en hvilkensomhelst opgiven Storrelse, hvorved
sn bliver bragt ligesaa ncer som man vil til en vis Grandse."
Ramus. Algebr. F. S. 79—80.
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som med O, altsaa: som med sin egen Negation, lader sig,
ifplge Mathematikens Anviisning, fremstille saaledes: er

/■(x) y, saa er /(x 4- h) y 4- k; er t. Ex. / (x) —

x 2
y, saa er /(x 4- h) (x 4- h) 2 x 2 4- 2 x h 4- h 2

y 4- k. Da nu x 2
— y, saa bliver k jo ikke — K, men

--2xll4-K 2
.

Er li O, er her slet Intet af det Endelige, ingen
Tilvcext forx; saa er /(x4-0) -/(x), saa er ogsaa k—0;
her er ingen Forfljel, altsaa intet Differential. Er h ende-

lig, saa er Forskjellen mellem /(x 4-li) og /'(x) ogsaa
endelig; her er da en Differens, en endelig Storrelse k,
men Intet af det Uendelige, intet Differential.

a) Functionsgroendsen og Differentialcoefficienten.
Som uendelig lille Tilvcext til x, maa h vcere baade

Noget og Intet, dx, Differentialet af x; som uendelig lille
Tilvcext til y, maa k ligeledes vcere baade Noget og Intet,
dy, Differentialet af y.

I Forhold til en hvilkensomhelst endelig Stvrrelse erc

dx og dy begge 0; men til hinanden indbyrdes ere de

desuagtet i et ganske bestemt Forhold' ' ligesaa
v 1 2

bestemt, som f. E. eller som -g- eller som . . . .

Her viser sig den indre Sammenhceng imellem Functions-
grcendsen og Differentialqvotienten, eller, som den ogsaa
kaldes, Differentialcoefficienten, en Sammenhceng, der årti-
culeres i Anvendelsen af Taylors Rcekke.

b li 2

Af /-(x + h)r(x) 4- r (x) T 4- r (x) o 4-

h 3

(x) pg-g 4- ... erholdes: /(x 4- K) — /(x) s‘ (x)
h h 2 h 3
— 4- /" (x) 3-a 4- T" (x) y-ö • • og, ved at dividere

med li,
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- r«+/" (x) + r" w

Saalcenge h er en endelig Stprrelse, kan intet Led af
den uendelige Rcekke bortfalde, uden at en Unyiagtighed
viser sig; scettes li derimod O, bortfalde alle Led med

Undtagelse af det første, /' (x). Da nu, som vi have feet, h

ikke umiddelbart kan scettes ----- O, medmindre man vil have
/(x -s- 0) /(x), og derved tilintetgøre dx; saa scettes, i

Kraft af den Lov, der gjcelder baade for Endeligt og Uende-

r , /(x + h) — f(x) y+k — y k dy
07 h h h dx

----- f‘ (x), eller fyrste Differentialcoefficient af /"(x).
Opfattet som Functionsgrcendse, lim /(b) ---- /(0), er

f‘ (x) som enestaacnde at see under Synspunktet af et Uop-
naacligt; opfattet som Differcntialqvotient betyder /'(x),
at det Uopnaaelige dog alligevel er opnaaet, idet Qvotienten

er en noiagtig bestemt Function.
See vi tilbage paa /"(x)---x2-^y, /'(x-s-b)---(x-s-b)^

------y-j-k, saa er, da — 2 x + h, lim

b) Differentiation).
Er (x) ----- og altsaa dy--- s‘ (x) dx, saa erf (x + h)

----- + k', altsaa: lim iim
dx 1 h

É? + v -

dx dx k' , dy
r lim ——; /" (x); menk'd,
h h 7 v 77 dx

) Om Principerne for Differentiation af explicite Functioner jvfr.
Ramus. Algbr. F. S. 99—108.
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k' dx d 2 v
altsaa er lim — hvilket flrives og d 2 y

—

(x) dx 2 ; paa tilsvarende Maade udvikles tredie Differen-

dx2 d^v
tialcoefficient: ---/""(x), og d 3

y /"' (x)
dydx 3 ; fjerde Differentialcoesficient — /""" (x); ogd«y--

d^y
(x) dx«; Ute Differentialcoesficient: / (x), og

dn
y — /n (x) dxn

. Den Tahlorfke Rcekke kan da med Hen-
shn til de her anvendte Betegnelser flrives saalcdes:

d 3 y
dx 3^ + h) j +l > T +

d 2 y h 2

dx 2 172
h 3

1.2.3

„For enhver explicit given Function afx kan Differen-
tialcoefficienten let bestemmes, altsaa og de successive Disse-
rentialcoefficienter.

Denne Act kaldes Functionens Differentiation og tjener
til at finde dens Udvikling i Rcekke efter stigende Potenser" ).

Har man saaledes i Henhold til det Foregaaende (II,
1, 2, 3) Rcekkerne:

h h 2

(x + h)n xn + nx11-1 — 4- n (n — 1) xn~ 2 —— + .. .)

) Ramus. Algbr. F. S. 102.
. dy h . d 2

y h 2

”) Man har nemüg: -fiK) — y ^d772 I72

(x -j- K)» — X» — nx»-« iP- n — 1)xn—2—...
h

, h 2

ax+h— a ax (l.a) Y-stax (l.a) 2

j..
Ih Ih 2

log (x-|-h)—logx log e.Y y
—loge^ Y ...
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h s

ax+haxah ax (1 + (1. a) h + (l.a) 2 + ...)

log (x 4- h) log x + log (1 + — j log x + log e

/ _h _ £ \

1 x 2
'

x 2 /

sin (x4-h) sinx cos h^-cos xsinh sinx4~cos x.h—...

cos (x-j-h) cos x cos li—sin x sinh cosx — sinx.h—...

erholder man for de enkelte Rcekker som fyrste Differential-
coefficient:
6.x" , d.ax

. d.logx log o cl.sinx
nxx-!; T

- (la)ax
; — -S—; —;dx dx v ’ dx x dx

d.cos x
cos x; —-— — sin X.

dx
Men som man under givne Forudscetninger finder den

fyrste, finder man ogsaa paa tilsvarende Maade den anden,
den tredie, den nte Disferentialcoefficient. Da man nu for
alle mulige Functioner kan finde Differentialer og Differen-
tialcoefficienter af alle mulige Ordner, og da disse Coeffi-
cienter, fljyndt forfljellige fra hverandre indbyrdes, dog i

Sammenligning med endelige Styrrelser, hver iscer, ere som'

y-; saa have vi her et Exempel, som viser, hvorledes det

Uendelige, det Negative, allevegne kan fortære og dog bevare

det Endelige, det Positive som et Moment, et Medbestem-
mende i de punktuelle Forhold, ja i Forholdenes Forhold.

Under disse Forhold kan her da ikke lcengere vcere Tale
enten om et blot Endeligt eller om Spring eller om Til-

ncermelse, men kun om Bestemthed, indre uendelig Be-

stemthed.

sin (x -J- h) — sin x — cos x —

...

,
h ,

cos (x h) — cos X —
— sin x y T • • •

dv
Bed i hver Rcekke at mcerke sig Det, der svarer til y-, faaer man

de forlangte Bcerdier.
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Hvor ejendommelig Tankeretningen maa blive, naar

det Endelige saaledes uafbrudt skal bestemmes ved det Nende-

lige, sees uvilkaarlig af de Principer), som fyrst komme til

Anvendelse i den hpiere Mathematik. Man taler om Dif-
ferentialregningen som om en egen Opfindelse, og med Rette:
i det Uendeliges Analyse er Alting nyt; kun maa det ikke

glemmes, at det Uendelige fra Begyndelsen af har vceret
med i det Endelige, at de nye Principer og de nye Love
ere Conseqvenser, vel at mcerke: teleologiske Conseqvenser af
de gamle elementcere Forudsætninger).

’) Til Oplysning om sammensatte FunctionerS Differentiation, der

ligesom afgiver de intellectuelle Typer, hidscettes Folgende I)
day ady, naar a er constant, thi en constant Storrelse har na-

turligviis intet Differential. II) Naar y, z, u... ere hvilkesom-
helst Functioner af x, er d (y + z + u • •.) dy 4- dz + du ... III)
Sattes y f(x), z — y>(x), yz F(x), erholdes: F(x4~h)
f (x 4" h). (x 4~ d), og d.yz ydz + zdy. IV) Sattes y —

Y f (x 4- h)
f (x), Z (x), ~ F(x), erholdes: F(x 4-h) som

æ(x). /Vx)—/fx). w'(x)
ved Reekkeudvikling og Reduction giver F^(x) —

(a(x)) 2

eller d. ~

——j v) Sattes z <p(x), y Hz) —F (x),

faaes ved Udvikling og Reduction F' (x) f (<p (x)). <p'(x) eller:

VI) Naar f (x) kan udtrykkes ved /"(x), saasom

f' (x) — jp [f(x)], og den omvendte Function af f(x) kaldes f(x),
haves: y f(x), X —X(y), dy p(f(x)) dx <p(y)dx; altsaa dx

1

dy dx
. ,

— d s(y) — eller: d. s(x) — (hvis Anvendelse er vigtig,
naar man t. Ex. vil differentiere den til en trigonometrifl Stor-

relse svarende Bue).

”) Hvad f. Ex. Formlen d. yz ydz 4- zdy vil sige, kan med Hen-
syn paa de elementare Forudsatuinger anflueliggjores:
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c) Differentialcoeffieienternes indbyrdes Forhold.

Dersom vi med scerligt Hensyn paa Rcekken:
„. , ,. . dy h . d 2 y K 2

,
d 3 y li 3

/(x + h) — y + ^T + + dF
anvendte Betegnelsen:

, ° h O 2 h 2
, O 3 h 3

/(x + h) —y + —

T + _ U3^"'
saa vilde vi vel herved blive paamindede om Differentialernes
uendelige Lidenhed, men dog endnu ikke opnaae sand Ind-

sigt i de forskjellige Differentialcoefsicienters ejendommelige
Betydning.

Lad Qvotienten vEre, hvad forvvrigt ikke

maa tages altfor bogstaveligt, t. Ex. man vilde da
O

d 2 y O 2

tage meget feil, om man deraf fluttede, at ---

6

0

v— BC — ad y; DC AB ec
—

z; Ae ae' — dy; Cd — Ba — dz.

Tanker man sig D som Udgangspunkt
for to samtidige Bevagelser, saa at
man har DA — y f (t), og DC — z

— f(t); da er Rectanglet AD . DC —

yz (t). Hvor stor vil nu Til-

vaxten blive, uaar Bevcegelserne fort-
sattes i en uendelig lille Tid? Man erholder d(yz) d y(t).
s (t)] ydz zdy f(t) d f (t) 4- f(t). d f (t). Det Hele maa da,
2

, ,,12 2 1

efter at Differentiationen er udfort, og Tilvaxten funden, give yz

+ d ■ yz, og d . yz ydz -f- zdy.
Dette Resultat kan bedommes fra det elementare Synspunkt.

Rectanglet eDde' — (y —|— dy) (z -j- dz) yz -s- ydz -s- zdy -s- dz dy
giver nemlig I) et Product af Endeligt med Endeligt, yz; 2) af
Endeligt med Uendeligt, ydz og zdy; 3) af Uendeligt med Uendeligt:
dzdy — 0.0 O 2

, som bortfalder; med andre Ord: ee'aB

dzdy betragtes som et Punkt, medens adaB ydz og ABBc

zdy regnes med som uendelig smaa Rectangler.



61

s« ,, / 2 \ 2 d 3 y / 2 s .

»altsaa maatte voere (-gj, I-g-1 o. s. v. Vistnok
er dn

y i Almindelighed af samme Orden, det vil sige: com-

parabel med dxn
, thi kun for specielle Vcerdier af x haves

enten /’n (x) 0 eller /“(x) — oo; men desuagtet minder
endog Betegnelsen om, at dn

y ikke forholder sig til y paa
samme Maade, som dx° forholder sig til x.

d 2 y d 3 yI 3-4 er nemlig dx 2 dx.dx; i ~ er dx 3 dx.dx 2 a dx 3

dx.dx. o. s. fremdl.; medens derimod d 2 y---d.dy, d 3
y

----- cl. d 2
y o. s. v. Hermed stemmer det da ogsaa, hvad

dy
Sagen angaaer, at i visse Tilfcelde kan vcere O, medens

d 2 y
er en endelig Storrelse; hvilket vilde vcere umuligt,

dersom Differentialcoefficienterne i en given Rcekke forholdt
sig til hinanden som stigende Potenser af den samme, ægte
eller ucegte, Brok. Bel blivev f“ i kæften afledet af
paa samme Maade, som f“ afledes af /; men deraf folger
jo ingenlunde, at man siulde have f“ - (/) 2

, /’" (/
-

') 3
.

Kalde vi, for at vcelge et Exempel af den rationelle
Mekanik, Hastigheden v, Tiden t, og det gjennemlobne Rum

x; saa er i en endelig Tid v y; men i Oicblikkets

uendelige Tid Betegner derncest ix den bevcegende

Kraft, og soge vi Kraften i dens Maal, saa have vi for en

endelig Tid <x y, men for Oicblikkets uendelige Tid g>

Da nu Hastigheden i hvert Oieblik er v -----
,

d 2 x

. , ,
dx dv dt d 2 x

så« er >o dv -- d .
- ; blrver ba—.
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Naar altsaa fyrste Differentialcoefficient betegner en

Hastighed, betegner anden Differentialcoefficient den i Die-
blikket virkende Kraft.

Et andet, ligesaa fatteligt Exempel kan hentes fra
Maximum og Minimum.

Er 06 — x, BG CD — h, saa
erDiB^^x-j-h), MC f(x), og

Bm f(x — h).

En Function af X er i sit
Maximum, naar /(x -s- h) og

/■(x — h) begge ere mindre end

/(x), eller hvad der er det

Samme, naar /(x 4- h) — /(x)
og f (x h) f (x) begge ere

negative; ere de begge positive,
er Functionen derimod i sit
Minimum

h h 2

/•(x + h) /(x) + / (x) T + f“ (x) — +...
h B 2

/(x h) / (x) f (x) T + /-(x) -...

h h 2

Altsaa: A(x+h)-/(x)+Ax)j- 4- + • • •

h h 2

r(x—h)-/w-/’«T
For at begge Rcekker kunne have samme Fortegn, maa

det fyrste Led, der har modsatte Tegn, og som, naar d er

meget lille, bestemmer Fortegnet for hele Rcekken, bortfalde,
dy
dx

d. e. /' (x)
d 2 y

o, og f“ (x) ™ vcere negativ. For

dy d 2 y
Minimum maa 0 ligeledes bortfalde, men deri-

mod vcere positiv.
Vi kunne ansiueliggjyre dette Forhold. Jfylge elemen-

tcer Fremstilling har man for Cirklen, naar i ovenstaaende
Figur scettes 06 x, Bm — y, 00' 2r, x : y y: 2r — x;

y2 2rx — x 2 ; y ± 1/ 2rx — x 2
. Er x r, saa er

y CM, og i sit Maximum.
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Jfvlge den hviere Analyse haves, da y /(x) ±

, dy) , r — x d 2 yV2rx-x-, x °S -±

_y i>,-,._(r-,) )^2_
2rx — x 2

For enhver uendelig lille Tilvcext til x, faaer y sin
ligeledes uendelig lille Tilvcext: de anforte Bcerdier udtrykke
) d f(x) d(±y2rx —x 2 ) bliver da — d (2rx — x

2K For at

udfore denne Differentiation, forudscettes Formlen: d(x
n
y nx

n-1
dx,

hvorefter dV x d(xx) ’g" dx — x—T dx; men

x~~ T
; altsaa er —x—- dx — 1^..— Jfolge denne For-V x 2 "|/ x

1 5d r x ^2 \

mel bliver d(2rx — x 2)^— .
— For at disferen-

V" 2rx —x 2

, , 1
tiere Tcelleren anvendes Formlen d(y±z) — dy±dz; -g- d

i2rx —x 2 ) bliver altsaa (d2rx — dx 2 ). Men d 2 r x —

2 r d x, og~j~ — 2r; — 2x2^^ 2x. Altsaa:

d (± y 2rx — x 2 ± 4 «2r —2x)
_ ±

r ~

_ dy
dx V 2rx—x2 y2rx-x 2 dx

x' r - X l

For at finde den anden DifferenNalcoefficrent d i ,
2rx—x 2 /

dx
/ y \ z dy — y dz

forudscettes Formlen d — I — ; man faaer da (y

r _ x . z _ v'äTX 2ix-x 2 d (r—x)— (r—x) dV2 r x-x 2

(y 2rx — x 2 ) 2

Men d (r — x) — dr — dx —O — 1, dy 2rx—x 2 ——
—

dx dx dx dx V 2rx— x 2

r—x

og det hele Resultat: ± ~ y2rx-x 2 -(r-x)y 2 r X - X 2

d2y
2 r X X 2

dl2
“’
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Forholdet imellem de uendelig smaa Tilvcexter. Af Figuren
sees, hvad da ogsaa ligger i Sagens Natur, at enhver Til-

vcext for y maa blive positiv, indtil y naaer sit Maximum,
derefter negativ o. s. v.

Betingelsen for, at y skal vcere i sit Maximum, er i

ncervcerende Tilfcelde: xr. I det Dieblik denne Betin-

gelse opfyldes, bliver da ogsaa ± T X

y 2rx—x 2

d 2y
O, idet man faaer r — x 0; derimod vil

— V —(r — x)
2rx — x 2

ikke blive O,

men ved Reduction

For at klare sig Sagens indre Sammenhceng, see man

paa Tangenten.
Tangenten til et Maximumspunkt maa vcere parallel

med Abscisseaxen; for ethvert andet Punkt vil Tangenten
danne en Vinkel med den positive Retning af xnes Axe.

Men for at bestemme

Ok — x; oP y; Punktet (x, y) —o.

Tangenten, maa man kjende

dens Relation til Secanten. Jfolge Figuren B er tg v,

og v den Vinkel, Secanten danner med den positive Retning af
xnesAxe. JdetSkjceringspunkterne, p ogo, rykke hinanden ncer-

mere, ncermer Secanten sig til at blive „rorende", og vil i det
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Dieblik Punkterne falde sammen, vcere Tangent. Da nu

tgv, saa maa lim 1'^ vcere tg «, idet « er den Vinkel,li dx

Tangenten til Punktet (x, y) danner med xnes Axe.
Af Figurens seer man, at tg« gaaer ved Maximums-

punktet over fra at vcere positiv til at vcere negativ tg «';
dy

flifter altsaa Fortegn i M, og maa da i dette Punkt
vcere 0.

. dycl. —

- d 2
y dx dtg« . rDa endvidere : —f, saa be-dx 2 dx dx

d 2 y
tyder —■ den Tilvcext, hvormed tg a varierer, naar x voxer.
Men tg« (tilPunktet m) er aabenbart, naar x varierer fra
B til 0, i bestandig Aftagen, saa at Tilvoexten er negativ;
d 2 y

skal altsaa med Hensyn paa Maximum vcere negativ,
~ , 1 . 1

og Formlen — give —.

Saaledes kan da hver Differentialcoefficient, ifolge de

afledede Functioners systematifle Sammenhceng, komme til
at spille en ejendommelig Rolle.

3) Integralet.
En Analyse af det Uendelige er nvdvendigviis med det

Samme en Analyse af det Endelige, ligesom ogsaa enhver
Analyse af det Negative med det Samme er en Analpse af
det Positive, enhver Begrebsanalyse tillige en Forestillings-
analyse.

I Forhold til Linien som det Positive er Punktet, Li-
niens Grcendse, det Negative; naar Linien er en Forestilling,
er Punktet en Tanke. I Forhold til Fladen som det Po-
sitive, er Linien, Fladens Grcendse, det Negative: Fladen
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forestilles, naar Linien tcenkes. I Forhold til Legemet, det

Positive, er Fladen, Legemets Grcendse, det Negative.
I Forhold til det endnu ubestemte Sted, det Negative,

er det bestemte Punkt det Positive; ja, i Forhold til Massen,
den materielle Gjenstand, er det mathematiske Legeme selv
en Negation, en Tankegjenstand, et Begreb.

Den uendelige og dog derhos endelige Vexelbestemmelse
af Negativt og Positivt, af Punkt og Linie, af Linie og

Flade, af Flade og Legeme, som bestjceftiger Mathematiken,
bliver da ogsaa kjendelig paa Kategorierne: Discretion og
Continuitct.

En Linie, dette givne Continuum, kan deles, og hver
Deel er igjen Linie. Da nu hver Deel bliver desto mindre,
jo større Delenes Antal bliver; slutter man, at enhver Linie
maa kunne deles, eller rettere: „tcenkes deelt i uendelig mange

uendelig smaa Dele".

Slutningen forer dog strax ind i adskillige Vanflelig-
heder. Er hver mindste Deel af den delte Linie endnu en

Linie, et lille Continuum; saa maa dette Continuum jo igjeu
kunne deles i unendelig mange uendelig smaa Dele.

Den mindste Deel er da saa langt fra at vcere den

mindst mulige, at den tvertimod endogsaa synes at blive lige-
stor med den hele Linie, eftersom Delen og det Hele jo begge
lade sig dele i „uendelig mange uendelig smaa Dele". Kan

hver mindste Deel af den delte Linie derimod ikke lcengere
deles; da er denne mindste Deel ikke mere en Linie men et

Punkt.
Den delte Linie kommer altsaa til at bestaae i uende-

lig Discretion af uendelig niange Punkter; men Punktet er

jo netop Liniens Negation, er, punktlig forstaact, uden al

Udstrækning, en Ikke-Linie. Jfolge den anfprte Slutning
kom da Linien til at bestaae, ikke af utallige Smaalinier,
men af uendelig mange Ikke-Linier. Men at tcenke sig en

virkelig, positiv Linie sammensat af uendelig mange Ikke-

Linier, falder vel omtrent ligesaa vanfleligt, som at tcenke
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sig en virkelig positiv Tak sammensat af nendelig mange
Utak.

Hvad Mathematiken egentlig lægger i det Udtryk: „uende-
lig mange uendelig smaa Dele", kan imidlertid ikke kjendes
af Talemaader; det maa vise sig i Gjerningen. Spge vi
Delenes uendelige Lidenhed i Differentialet, maae vi spge
deres saakaldte uendelige Sum i Integralet; af Summation
og Integration ville vi da strcebe at udfinde Integralets Be-
stemmelse.

a) Summation.

Antages en Linie, x, deelt i uendelig mange uendelig
smaa'Dele, og betegnes enhver af disse Dele, uden at det
endnu er afgjort, om de ere Punkter eller Linier, ved dx,
da har Mathematiken uimodsigelig Ret, naar den betegner
den hele Linie ved Delenes uendelige Sum /d xx.

Men hvad er nu dx, Punkt eller Linie? Skulde Dia-
lektiken forklare sig herover, vilde den sige: det er ikke et

Punkt, thi det er egentlig en Linie; det er ikke en Linie, thi
det er vcesentlig et Punkt. Det er en Linie, som netop er

indsvunden til et Punkt; et Punkt, der just er i Begreb
med at udvides til en Linie.

Hvad Dialektiken saaledes siger i sit Sprog, er just
det, Mathematiken forudscetter i sin Praxis, dx er, som
allerede viist, ligesaa lidt O, - som en endelig Storrelse. Der-

som d x var O, saa maatte J d x ligefrem vcere oo. O, men

dette er ingenlunde Tilfceldet. Scettes /dx oc.O O

saa bliver her jo ingen Forskjel imellem Integralet og

en endnu ubestemt Differentialcoefficient, hvis Vcerdi altsaa
kan vcere baade endelig og uendelig.

Mathematiken indlader sig da heller ikke paa at be-
stemme dx umiddelbart, vcere sig som Punkt eller som Linie;

5
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dx bestemmes kun i et Forhold som s. Ex. af dy; saaledes
at Forandringsloven kan vise sig i /(x) -- y.

I f(x) y maa Tilvcexten for x, den Uafhcengige,
naturligviis vcere constant; thi dersom dx varierede, maatte

Forandringerne vcere underkastede en vis Lov, og x kunde

da ikke vcere uafhcengig. Hvad Tilvcexten for y, den Afhcen-
dy

gige, angaaer, udtrykker Diffcrentialcoefficienten et be-

stemt Forhold, men de enkelte dy kunne derimod vcere ind-

byrdes enten lige eller ulige.

AC — x; BC y.

I enhver af disse uendelige Summer ere Leddene ind-

byrdes lige, nemlig dy---dy, ligesom dx dx; men kun

i et enkelt Tilfcelde, naar nemlig /i. BAC 45°, er dy -- dx,

og Differentialqvotienten -^- 1.

I Figuren AA'BC og
AA"BC haves endnu, som
fyr, dx --- dx, men derimod
ikke dy--dy'. Anstues den

Afhcengighed, hvori y befinder
sig til x, for et Tilfcelde ved

Curven AA'B, for et andet,
ved Curven AA"B; da er det

heraf indlysende, at de enkelte

dy i den uendelige Sum:

y dy + dy' + dy" + dy'" +
ikke blot i begge Tilfcelde ville vcere indbyrdes ulige, men
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Uligheden derhos tillige forskjellig for ethvert af de forskjellige
Tilfcelde.

Fastholder man nu den Forudsætning, at ethvert mathe-
matisk Punkt maa som Negation af al Størrelse vcere O,
saa at O----O i dette Tilfcelde er som Intets-Intet; da er

det klart, at dx i Linien x ligesaa lidt kan vcere et mathe-
matisk Punkt, som dy i Linien y, thi af Intet kommer In-
tet, og imellem Intet og Intet findes intet Forhold. Men
at dx og dy desuagtet ikke indflrcenkes til at vcere Linier
af endelig Udstrcekning, sees tillige deraf, at Afhcengigheds-
loven for y med Hensyn paa x hver Gang bestemmes saa-
ledes, at Forholdet bevares endog i

Betyder Differentialet et Moment i Liniens uendelige
Discretio», saa betyder Integralet de discrete Momenters
Opgaaen i det endelige Continuum; betegner Differentialet
det uendelig lille Led, saa betegner Integralet den uendelig
store Sum. Kan det uendelig lille Led, vcere sig dx eller
dy, ikke ligefrem angives, saa kan den uendelige Summation,
Summationen af de utallige Led, heller ikke ligefrem udfsres.

Forudscetter man /(a + dx) — /(a) ----- /"(a) dx, er-

holder man, ved be- /"(asi-2dx)—/(a si- dx)(a-si dx)dx
ständig at tilfpie dx, /(asi-3dx)—/'(asi-2dx)-^/^(asi-2dx)dx

/(a-si n dx) —/(a-si(n-l)dx)/’ (a-si (n-1) dx)dx
og ved —

Addition: /(a-si ndx)—/(a)----/^ (a)dx-si..^(a-si(n-1)dx)dx
Er dx uendelig lille, ^(a)dx, /^(a-si dx)dx.... lige-

ledes, maa man scette n ----- 00, for at ndx kan blive en

endelig Stprrelse, og a-si ndx i /"(a-si ndx) scettcs — b.
Men, naar Sagen opfattes saaledes, vende de gamle

Vanskeligheder tilbage; det er jo kun ved et Spring, man

her kan naae fra n til oo, og naar man saa, naturligviis
ved at overspringe uendelig mange Led, har gjort dette Spring,
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er Summen, oo dx,

den kan scettes --- x,

endda en saa ubestemt Storrelse, at

4 siw) x>b x

En Sum er efter sit Begreb et Antal, et endeligt Tal.
En uendeligt Antal, en uendelig Sum, en Summation af
et uendeligt Antal ere i Grunden lutter Modsigelser. Skal
en uendelig Summation udfores, maa Opgaven loses enten

ved Tilncermelse, altsaa i Omtrentlighed, eller ved en For-
vandling.

b) Integration.
1 / 1 \ 2 / 1 \ 3

I Rcekken 1 + f J + .... er Led-

denes Antal uendeligt. En Summation af disse Led kan

nu for det Forste skee ved Tilnærmelse, idet man med Hen-
syn til Rcekkens Convergens tager saa mange Led, som Reg-
ningens Noiagtighed udkrcever; men uden at fortabe sig i

en Sammentcellen af utallige Led, kunde man dog ogsaa ad

en anden Bei opnaae et Resultat, og det endog et exact
Resultat, ved nemlig at finde den Qvotient, hvoraf den neu-

delige Rcekke udspringer. Jstedetfor en uendelig Summation
anvendes da en lovbestemt Reduction: Opgaven loses, idet

den forvandles.
Et talende Exempel paa Opgavers Forvandling have

vi i Behandlingen af brudte Liniers Forhold til Curver.

Paa Overgangen fra Endeligt til Uendeligt begynder
Mathematiken med den Antagelse, at Cirklen er en Polygon
af et uendeligt Antal uendelig smaa Sider. Hvorledes denne

Scetning anvendes i den elementare Geometrie, er bekjendt;
i den hyiere Analyse kan Sagen fremstilles saaledes:

a b cos C 4- c cos B, ifolge
Figuren; men cos C 1 —

■ 1X1» - c 2 c 4
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iaaerab b
bC 2

1.2'"

cB 2
v ,

bC 2 cB 2

+ e + e-^..
—

H "

Grundspdrgsmaalet er, hvad der ifvlge den angivne For-
andringslov vil skee, naar Leddene blive uendelig smaa; og

bC 2 cB 2

Svaret er, at og Leddene afanden Orden, ville

forsvinde, og efterlade a b + c.

I endelig Forstand er den til a som Chorde svarende
Bue CB<b4~c, men > a; men, idet a — b + c, er

hele BCD svundet ind til et Punkt, som dog ikke er et Punkt,
men et Element i en Linie.

Den Linie, i hvilken BCD er et Element, er ikke en Po-
lygonside, men en Cirkelperipheri. Forsaavidt her i a endnu
er mindste Rest tilbage af en Polhgonside, er BCD ikke et
Element i en Linie, men et virkeligt Triangel; Triangtct
BCD kan forsvinde, men kun i den krumme Linie.

Jstedetfor at bevise, enten at Cirklen er Polygon eller

Polygonen Cirkel, har Mathematiken tvertimod forvandlet
Opgaven, og beviist, at en Cirkel er væsentlig forfljellig fra
en Polygon, og en Polygon fra en Cirkel.

Den Synsmaade, at en krum Linie i Grunden er en

brudt Linie, hcenger inderlig sammen med den Anskuelse, at

Integrationen er en Summation. Jstedetfor at opfatte Jnte-
grationen som en uendelig Summation, maae vi meget mere

betragte den som en Forvandling af Summatiouens Op-
gave, ncermere bestemt ved den udtrykkelige Modscetning til

Differentiationen ).

) „Integration er den omvendte Regning af Differentiation. Den

bestaaer i, naar et Differential er forelagt, at bestemme den Func-
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Leibnitz, der opdagede Differentiationen, som den directe

Tangentmethode, fandt i Integrationen den omvendte Tan-

gentmethode.
Med Hensyn paa Cirklen blev i det Foregaaende y

/’(x) ± y 2rx —x 2 givet som den oprindelige
Function; Opgaven var da at finde de afledede Functioner,

navnlig
r x

— og derved bestemme den Vinkel,
y2rx—x 2

Tangenten til et Punkt i Cirklen vil danne med den posi-
tive Retning af Abscisseaxen.
Vcerdier for x bestemmer man

Punkter i Curven.

Vcelge vi Ellipsen, og lægge
Coordinaternes Begyndelses-
punkt i Centrum; saa have vi
atter y/’(x), men denne Gang

bestemt som ^yH — x 2
.

Den hertil svarende forste Dif-
ferentialcoefficicnt, bcfindes da

b x
at vcere hvor-

a ya 2 -x 2

Ved at indscette forskjellige
Tangenten for de forfljellige

tion, hvoraf det er Differential, og almindeligt, naar en Difseren-
tialligning er forelagt, at bestemme dens tilsvarende primitive Lig-
ning". Ramus. Differ. Jntegr. S. 34.

At de hoiere Theorier om nendelige Rcekkers Summation beroe

paa Reductioner og Forvandlinger, er indlysende. En Rakke som

den Eulerske: x —am ” iysn,m — s n , m—i. Mamus. Diff.

Jntgr. S. 308) lader sig naturligviis endnu mindre behandle ved
1 /1 i -

ligefrem Summation, end f. Ex. Raklen: 1 g--J- f g-) + ...
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ved da ligeledes Retningen af Tangenten for ethvert Punkt
i Ellipsen kan bestemmes. Er s. Ex. x — O, faaes Retnin-
gen af Tangenten i Endepunktet af den lille Axe; thi da

er 0. x a faaes Tangen-dx a y a 2_0

ten til Endepunktet af den store Axe, nemlig
a ba ba

yä?-n
—

yo
—

o
— oc

I begge disse Tilfcelde blev altsaa den oprindelige Fnnc-
tion, /(x), given, og Opgaven var at finde den afledede,

fix Dette var altsaa Exempler paa den directe

Tangcntmethode.
Men nu kunde jo ogsaa omvendt en afledet Function

dy
s‘ (x) vcere given, og Opgaven blive, at finde den til-

svarende oprindelige, /°(x) y.

1) Exempel. Der er givet en Ligning ~

r
.

- ax |/2rx-x 2

/'(x), hvorved en Curves Tangent bestemmes; Opgaven
X 2

2xdx — Lim 2^ (1 -}— 2 -}“ 3-|-4-(— ... (n—1)

x 2 / (n—1) n \
bliver ikke summeret, men reduceret: — Lim 2—; —g I

Lim x2 5—1 Limx 2 1— X j . Uf Reductionernes Resultat

fremgaaer, at Rattens Sum, naar man satter u — oo, vil give
x 2

, og at man altsaa erholder ^xdx—x 2
; men en saadan Sum-

mation er ikke mere Summation: Grandsen er overflreden, Op-
gaven forvandlet.

) Til AB, Tangenten, som danner en Vinkel — O med xnes Axe,
svarer en Tangens (i Talvardi) — 0; til A'B', en Tangent, som
danner en Vinkel med xnes Axe — 90°, svarer en Tangens — c».
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er, at sinde Curvens oprindelige Ligning: /(x) y. Bed

Integrationen, den omvendte Tangentmethode, finder man

da J>(x) dx - /(x) — ± 2rx—x 2 ; d. e. man finder
at den omspurgte Curve er en Cirkel.

2) Exempel. Der er givet en Ligning
N

, hvorved Tangenten for en Curve bestemmes; man

y a 2 -x 2

skal nu ved Integrationen, den omvendte Tangentmethode,
finde, hvad det er for en Curve, og finder da J'f‘ (x) dx

b
, z

~

y a 2 —x 2 /(x), som viser, at Curven er en Ellipse.

Modsætningen mellem Integration og Differentiation
kan med Hensyn til Potenser anflueliggjyres saaledes: man

gaaer ved Differentiation fra /(x) xn til f (x) nx“-1 ;
man gaaer ved Integration omvendt fra /(x)dx nx“- 1

dx til /(x) xn : man har ved Differentiation d (x11 )
nx^dx, man faaer ved Integration sn xn-‘ d xJd (xn )
xn

; man differentierer en Potens ved at multiplicere med

Exponenten og subtrahere 1 fra Exponenten; man integrerer
en Potens ved at addere 1 til Exponenten og dividere med

den forvgede Exponent.
c • r xn

(•
xn

j nx'-'dx nJ X°-^ dx, altsaa: ~Jxn—1

dx, scvttes nu n — 1 m, nm+ l, saa haves:

Men hvad betyder nu 6, deu arbitrcere Constant?

o) Integralets Bestemmelse.)
I Modscetning til Differentialet som det Negative er

Integralet det Positive. Er Differentialet et Punkt, saa er

) „Der gives ingen almindelig Methode til at findej \ dx udtrykt
under endelig Form, naar X er en explicit Function af x under
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Integralet en Linie; er Differentialet en Linie, saa er Jnte-
gralet en Flade, er Differentialet en Flade, saa er Integra-
let et Legeme.

Det Negative kan imidlertid ikke af sig selv frembringe
det Positive, saalidt som det umiddelbart Positive kan frem-
bringe det Negative: Overgangen fra Negativt til Positivt,
og omvendt, forudseetter en ponerende og negerende Virksom-
hed, et Princip.

endelig Form, hvorimod stedse -ÉJL kan udtrykkes under endelig
dx

Form. Integration er nemlig en omvendt Beregning og leder

derfor almindeligen til nye Functiouer".. ■ „Ligesom Subtraction,
Division, Rodextraction, som ere omvendte Beregninger af Ad-

dition, Multiplication, Poteusoplvftelse, have ledet til nye Stpr-
relser: negative, brudne, rationale og imaginäre." Ramus. Diffe-
rential- og Jntegral.-Rgn. S. 36.

At forovrigt Integrationen i det Hele bestemmes ved sin prin-
cipielle Modsætning til Differentiationen, ligger i Sagens Natur,
og sees af mangfoldige Former. Da en Constant ikke kan have
noget Differential, kan den heller ikke have noget Integral. Naar

a er constant, haves J' a Xfc aj Xdx. Er d(sinx) —

cosxdx, saa erJ cosxdx 1 (sin x) sin x; erd (cosx)

—
— sin xdx, saa erj—sin x dx —J d (cos x) cosx, og —

cosx — Jsinxdx; erd (f(x) ± G (x) ) — /^(x)dx il: Ä>^(x)dx,

saa ery/(x) dx ± ø‘(x)dx) jd^x) ± 0(x)) — /(x) ±.

(x); er d (s(x). <Kjx)) — s (x) d K (x) -s- <k(x)ds(x), og /(x(d
0 (x) d (f (x) <5 (x)) — S (x) d s (x),. saa ixJ d (f(x). 0 (x)) /(x

0 d W+W d 7<x> > ogsM d S (x) f(x) i> (x)

— y? (x) d f (x). Men under den videre Udvikling bliver Sa-

gen indviklet; allerede krcever udferligere Operationer:

i—|_ . gæt 1 1
0(x) x «i x-a 2 x 2 —7x-|-12 (x — 4) (x — 3)
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I den negerende Virksomhed er det Positive forudsat;
det er det Positive, som i Negationen saa at sige gjennem-
skjceres, overskjceres eller afskjcercs af det Negative: det Po-
sitive deleS. I den ponerende Virksomhed er omvendt det

Negative forudsat. Det er jo ikke det Vcerende, det Positive,
der scettes, thi det Vcereude er allerede, det Positive er alle-
rede sat; nei, det er just det Ikke - Vcereude, det, som endnu
ikke er, det Negative, der scettes, og omscettes. At Punktet,
det Negative, scettes positivt, vil med andre Ord sige, at Be-
ghndelsen til en Linie scettes; idet den satte Begyndelse fort-
scettes/bliver Linien til: Fortscettelsen er en Bevcegelse.

At det i denne Sammenhceng ikke er nok med Katego-
rierne: Deling og Sammenscetning, men at Deling og Be-

vcegelse bor modscettes hinanden, kan sees af en Sammen-

ligning mellem den brudte og den krumme Linie.
For den brudte Linie gjcelder en Sammenscetning, thi

dens Dele ere endelige; den er et Sthkvcerk, som i Et og
Alt tilhorer Endeligheden. For den krumme Linie gjcelder
ingeusomhelst endelig Sammenscetning, ingen end ikke den

allerfineste Sammenstykning; den flylder kun Bevcegelsen
sin Tilblivelse, thi den tilhorer Uendeligheden.

Den saakaldte sammensatte Bevcegelse er ikke en Sam-

menstykning af to Bevcegelser; men en gjennem to Momen-

ki I k 2 . _ k, (x—3)4~k 2 (x—4) .

x—4 ‘ x—3’ (x—4) (x—3)
’ altsuu 1 — (k-j -j— k 2 )

x — (3 k t + 4 k 2 j. Bed at sammenligne Potenserne af x paa
begge Sider sees det, at kj-j-kj O, og — 3k, — 4k 2 1;
4k t 4~ 4k 2 0; k, 1; k 2

— 1. Fplgelig:
1 1

-

1
• det er- s - Æ

x 2
— 7x-(-12 x—4 x—3 Jx 2 —7x4-12 Jx-4

— Z^-g- For 0(x) (x —a,)(x—« 2)„. (x—«p)n (X-«

haves A-ÉL , . Jfr. Ramus. Diffr. In-
X — 4 J (X—4) 2 / (X—

tegrl. S. 37.
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ter formidlet Bevcegelse. Forsaavidt her er mindste Spor
af virkelig Sammenstykning, vil det bevcegede Legeme kun i

endelige Mellemrum forandre sin Retning: der vil fremkomme
en brudt, ikke en krum Linie.

Det Bevcegelsesprincip, som frembringer den krumme

Linie, er inderlig beslcegtet med Functionens Natur; her er

Continuitet i uendelig Discretion, et Uforanderligt i uende

lig Forandring.
Men af Functionen afhcenge jo baade Differentialet og

For en hvilkensomhelst Curve

haves ds 2 dx 2 + dy 2 ; ds 2

V" 1 + (
2

Dette For-
\dx /

‘

A ds, den uendelig lille Sector.
hold bliver hver Gang eien-

dommelig bestemt ved Curvens

Ligning; /(x) --- y y/ a 2 —x 2 for Cirklen; —

|/a 2 —x 2 for Ellipsen; —y/x 2 —a 2 for Hyperblen ;

y x y. p for Parablen ), o. s. v.

Hvad her angives ved Differentialcoefficienten, er da

heller ikke et allerede tilvcerende Brudstykke, men et Moment,
der alene har Betydning i Forhold til den bestemte Bevce-

gelseslov, og den dermed enten allerede indtraadte eller dog
indtrcedende Bevcegelse.

Jndscettes Udtrykket — ÉE for El-

lipsen, erholder man ved Reduction ~ -/ a4 +(b--a-)x-
dx > a 2 (a 2 —x 2 )

) Jfr. Ramus. Analytist Geometrie. S. 13—23.
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altsaa ds dx ./^_+0^—, en Formel, som isærV a 4
— a 2 x 2

anvendes til at rectificere Ellipsen, eller fremstille den ved

Qvadratur ), idet man ved at integrere erholder: 8 / dx

, /en Forvandling, der umulig kan til-
V a 4

— a 2 x 2

veiebringes ved Sammenstykning, men alene flyldes Bevce-
gelsen og den for Bevcegelsen gjceldende Lov. .

Selv hvad det Jncommensurable angaaer, kan her ikke
vcere Tale om Unoiagtighed, men kun om indre Anlceg til

uendelig Fremadskriden, uendelig Udvikling, uendelig Be-

vcrgelse.
Af Deling og Bevcegelse forstaaes da saaledes Mod-

scetningen mellem Differentialet og Integralet i Beregninger
af Arealer og Volumina.

At en Flade kan deles i uendelig mange uendelig smaa
Flader, er uimodsigeligt; men at en endelig Flade ikke kan
sammenstykkes af uendelig mange uendelig smaa Flader, er

ogsaa uimodsigeligt. Jydx A vcere typisk Formel for et

hvilket somhelst Areal, idet y--^^(x).

1) Exempel.
I Rectanglet yx er y ------ a,

ydx ----- adx. Jfolge Formlen:

/ ydx ----- J adx ----- adx + adx

4- adx + .... AD x; DG — y.
AB a.

) Enhver Differentialligning, der cr bleven oplyst saaledes, at den
ene Variable er bleven udtrykt ved et Integral, som indeholder
den anden alene, siges at vare fremstillet ved Qvadratur. Om
Qvadratur og Rectification jvsr. Ramus. Analytifl Geometrie
S. 112-125.
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kunde man ncesten antage, at Mathematiken virkelig havde
isinde at sammentcelle de utallige adx, og sammenstykke det

endelige Rectangel af uendelig mange uendelig smaa Reet-

angler. Dette er dog en Misforstaaelse. Opgaven forvand-
les, idet den lyses. I ydx ^adx er a y constant;

altsaa ^ adx a / dx ax: Rectanglet Grundlinie

X Hvide.
Opgavens Lysning gaaer altsaa her ingenlunde ud paa

at vise, hvorledes det Endelige sammenstykkes af det Uende-

lige, men paa at finde det til det Uendelige svarende Ende-

lige, nemlig det yx, som lader sig dele i de utallige ydx.
Skulde Fremstillingen vise, hvorledes yx fremkommer af ydx,
da maatte den ndtrhkkelig paavise Bevcegelsen.

2) Exempel.
I Trekanten ABC haves yydx
ydx + y'dx + y"dx + . .men

istedetsor at sammenstykke Tre-
kanten af uendelig mange uendelig
smaa Rectangler, opfatter Ma-
thematiken y som en Function af
x; y tg « x, altsaa ydx tgaxdx,
denne Opfatning svarer just til

Bevcegelsen.

Man erholder altsaa Jydx y~tg«xdx tg^xdx; men

ifølge den for Integrationen af en Potens angivne Lov, er
2 X 2 X

xdx tg a — tgax g

y Trekantens Areal Grundlinien X i Hyide.
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For en Parabel, hvis Ligning, y
2 px,

n b viser y' /' (x) yTV x, er

J5
'/ J ydx y/ p}/x.dxy/ p y x^dx

/'/I \2 2

// i Vp jT T Vp
‘

A F É 2

|\ Segmentet AOB---?^ —

X ! O 6

I \ i yx / 4 3 \ 1

I
'

jd— "2 ["6 “ ■6) xy "’6 xy ’

AE x; EB y 2 1
gfh p. Slrealet ADBCA xy 5-xy^xyF O O

2 X Segmentet ACB)
I alle slige Tilfcelde behandles det Tilblevne ikke som

et umiddelbart BErende, men efter dets Tilblivelse; Func-
tionen udtrykker Tilblivelsens Lov.

Tilblivelsen forudscetter ogsaa her et allerede Tilblevet.
Idet Integrationen, under Forudscetning af den i Forandrin-
gerne udtrykte Bevcegelse, fyrer det Uendelige tilbage til en-

delig Bestemthed, maa det bestemte Integral angives ved

en tilfyiet Constant. Constanten er just den Grcendse, hvori
det Endelige beryrer det i Bevcegelsen Uendelige).

) Vi have fundet Arealet ABCE A xy A af et Rectangel, som

kan reduceres til et Qvadrat; Parablen kan altsaa, hvad de ovrige
Keglesnitslinier ikke kunne, qvadreres under endelig Form.

") Leeren om Constanten maa ikke misforstaaes, som om Mathema-
tiken, for at angive bestemte Forhold og udtrykke de bestemte
Love, nodvendigviis maatte have enkelte uforanderlige Led; tvert-

imod, jo loengere man trcrnger ind i den hoiere Analyse, i Disse-
rentialer med siere Uafhcengige (Ramus. Diff. Jntgr. S. 149
o. fl.), i Curvers og Fladers Generation (Ramus. Analytisk Geo-
metrie. S. 135 o. fl.), i Liniers Roring, Osculation, Evolution
o. s. v.; desto mere indlyser det, at hvert Forholdsled er i
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Exempel. Af den rationelle Mekanik er Forholdet
mellem Hastigheden : v og den bevcegnede Kraft:

P , allerede fremhcevct.

Er nu 1) Hastigheden constant, saa scettes ^-^a,hvor
a er Constanten. Af dx adt faacs da ved Integration

y dx y adt a y dt, eller: x at + b; b er en til-

fviet vilkaarlig Constant, thi differentierer man x at + b,
saaer man igjen dx d. at + db adt + 0. Bethdnin-
gen af den tilfviede Constant oplyses da saaledes: for t 0
er x b, altsaa er b Massens Afstand fra Udgangspunktet
ved Bevcegelsens Begyndelse.

d^x
Er 2) Kraften, <x, constant, --- k, haves og

d x dx s
— kdt, som, integreret, giver — J kdt: altsaa er

dx
— kt+c, og c, Constanten, en Begyndelseshastighed,

dx
thi, naar t 0, et -jj- c. Integreres atter, faaer man

y dx — y(kt + c)dt y(ktdt -i- odt) ky tdt + cydt,
altsaa: x -|- kt 2 + ct + d, hvor d er en ny Constant, o. s. v.

Constantens Betydning fremlyser iligemaade af Areal-
beregningen.

det Uendelige foranderligt, og kun Lovenes System det Bce-
sentlige, det Bestandige, det Evige.

Forsaavidt Materialismen med Hensyn til de i mekanifle og
chemiske Tiltrcekninger exacte Forhold vil slutte fra Forholdenes
Bestandighed til Grunddelenes Uforanderlighed ved at beraabe sig
paa det Mathematifle, er Slutningen falfl.
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Bestemmer man Trekantens Areal ved Formlen y-y
fra Endelighedens Synspunkt, saa maa man fra Uendelig-

hedens Standpunkt anvende Formlen: ^ydx + C.

Her forudsattes da, at x, den Uafhcengige, og y, den Af-
hcengige, variere i det Uendelige: den tilfyiede Constant
peger hen paa Bevcegelsen.

OD — x, BD y, Od x'bd y'.

/ ydx y? (x)dx /(x) +
C. Er x O, da er /(0)
0;yydx O + C, og C0 ;

er x OD, da erJydx /ydx
jp'(x)dx /

,

(x); er x

Od x', da er J ydx

/ydx /A (x)dx /(x").
Forsaavidt de varierende x og x^ ere i et vist Forhold

til hinanden, ere de varierende Arealer ODD og Odd i et

tilsvarende Forhold. Dette Forhold bestemmes ved Areal-
differensen, og ved denne igjen Constanten.

ODD — Obd bdBD /ydx —/ydx/ ydx—/(x)
O O

For nu at udfinde, hvorvidt Constanten er positiv eller

negativ, maa man begynde med at lade Arealdifferensen ind-
svinde til 0. Dette fleer i ncervcerende Tilfcelde ved at

scette x x", hvorved man erholder en bestemt Grcendse,
enten bd eller BD.

Arealet bdBD, som fyr var /(x) — /(x'), bliver
altsaa nu ---- /(x") —/■ (x') + C O, og fplgelig
C —/(x'), Naar nu x ved Endepunktets Bevcegelse, d. e.

ved continuerlig Tilvcext dx, forlcenges ud over x', vil Areal-
differensen blive f(x) + C, idet C — / (x'). Man
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vil altsaa, hvormeget end x voxer, altid kunne sætte bdBD

^dx /(x) - /fx') /(x) + C.

Hvorledes Overgangen fra Punkt til Linie, fra Linie
til Flade, fra Flade til Legeme forholder sig til Integralet,
sees af den Maade, hvorpaa der integreres med Hensyn til
Masse.

Antager man et legemligt Punkt, et materielt Element,
dm, der tiltrækker M, og dette dm bestemt ved Radius r,
ved Vinklen «, og ved en Vinkel 0, som et fast Plan dan-
ner s. Ex. med Papirets Plan; antager man endvidere dm
----- pdw idet p er Vægtfylde og w Volumen, saa at dw be-
vises at vcerc-^r 2 sin ØdrdØd«, og Punktets hele Tiltrcekning,
., m . • c x

kdm fa — r cos
oplyst efter Retningen mod Centrum, ~

(r 2 4~a 2 —2racosa)^
saa kan man ved Integration bestemme den Tiltrcekning, som
x , , c dm fa — r cos «)hele Kuglemassen udover paa M, k /——2

r 2 4-a 2 —2racos«)^’
i , n . r dw fa — r cos

men dm ----- pdw, altsaa haves kp / s -—-

(r 2 + a 2
— 2ra. cos a) 2

/••r 2 sinØdrdøda(a—rcosa)
(r 2 + a 2

— 2ra cos

Men, at integrere een Gang med Hensyn til Masse
er det Samme som at integrere 3 Gange med Hensyn til
de Variable, hvorved Volumen er udtrhkt. Altsaa integreres
fyrst med Hensyn til 0, den Vinkel, som fremkommer, idet
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dm dreies i Cirkel om 4N (Grcendscrne ere O” og 360°,
derncest integreres med Hensyn til « (Grcendserne ere

00 og 180°, r«, thi, naar Halvcirklen bevceger s^g^om sin
J o

Diameter, fremkommer Kugleskallen), endelig maa man, sor
at saae de uendelig mange Kugleskaller, integrere med Hen-
syn til r,

Altsaa haves for den Kraft, hvormed hele Massen, rn, tiltrcekkerN,

>
r^ sin ØdrdØdasa— rcosa) r c ,,

— s og her: et yderligere
(r- -U —- 2ra cos a)4

Beviis sor, at det Uendelige paa alle Punkter i Analysen slutter
sig sammen med det Endelige, at det Uendelige altsaa dog
er endeligt, og det Endelige uendeligt.



 



 



 



 


